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SVD

@ Decomp. espectral: diagon. de matriz quadrada.
A= MDM-', M é mudanca de base.
Nem toda matriz quadrada é diagonalizavel.

@ SVD: diagonalizagdo de uma matriz qualquer.
Mudancas de base ortogonais.
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SVD

A=UxZVT

@ Amxn € qualquer;
@ Upxm é ortogonal, UTU = I
Vixn é ortogonal, VTV = |;
@ Y pdiagonal, oy > 00 >--- > 0n = 0.

o1
of!
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A=UZVT s AV =UX < Av,=oju;,i<n

ui’s e vi's sao os vetores singulares a esquerda e a direita, o;
sdo os valores singulares.
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Aproximacao de A
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Se o, > 0, Ax € uma aproximacgao de A de posto k.
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Aproximacao de A

Ax € a matriz de posto k "mais proxima de A". Defina

1/2
0l = (z |u,-|2>
i

|All2 = max{[|Aullz, [[ull2 = 1}  (norma 2)

1/2
AllF = (Z A,?J-) (norma de Frobenius)
I

Entéo, se rank(B) < k,

|A—Bl2 = [|[A— Akll2 = ok1-

1/2
Se B+ A, A= Bllr > [|A— Allr = (S 02) "

Os valores e espagos singulares sao unicos.
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NUmero de condicionamento

Considere os sistemas lineares invertiveis

Ax=b e A(x+dx)=b+db

de modo que
Adx = dob
Defina os erros relativos
= |0b]] 6, — [ox||
16’ X1l

Entao,
ex _ llox|l[Ibll _ [IA~6b] [|Ax]|

eo  llobfl x|l llabf x|

de modo que

e —1
max — = || A[|A7"
x,0b €p
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NUmero de condicionamento

Definimos o numero de condicionamento ~(A) como
r(A) = [IA[[|A7].

O condicionamento de A é o fator de amplificagcdo do erro
relativo introduzido na resolugédo de um sistema.

x(A) depende da norma considerada. No caso da norma 2,
_ g
r2(A) = |All2lIA" ]2 = 7.
n

€ 0 quociente entre o maior e o0 menor valor singular de A.

ENAMA 2018 Ajuste Automatico ao Histérico em Simulagao de Reservatérios



NUmero de condicionamento

Quando A é singular, consideramos o problema:
“encontrar o ‘menor’ x tal que ||b — Ax|| seja minima”.

Neste caso, se rank(A) = k, temos

RQ(A) = ﬁ

Ok

Se A tem posto n e aproximamos A por Ak, sua melhor
representacéo de posto k < n, melhoramos o condicionamento
do problema.
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Otimizacdo N&o-Linear LabM A Petro

Métodos com derivada

Ideia basica: f, aproximagao quadratica de f em torno de miy.

fi(my + om) = f(my) + V(mg)Tom + %5mTV2f(mk)5m

Minimizando f:
Vi(mk 4+ 6me)T =0 = V(me)" + V2f(my)dmy.

Assim, 5my = — (V2f(my)) ™ VF(my)T.
Newton: + convergéncia quadratica;

— nao garante convergéncia
(nem mesmo descida) e

—  exige o calculo de V2f(my).
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Otimizacado N&o-Linear
Método de Newton: smy = — (V2f(my)) " VH(mi)T

Métodos “tipo” Newton:  dmy = —aH, 'Vi(my)T.

@ Hx >0 = direcéo de descida;

@ escolha de a > 0 é a busca linear;

@ Newton: o = 1, Hyx = V2f(mg);

@ Maxima Descida: Hy, =1 e

@ Quasi-Newton: Hy > 0 aproxima V2f(my), usando
Vi(m), j < k.
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Método de Gauss-Newton

O Método de Gauss-Newton se aplica a problemas de minimos
quadrados nao-lineares

1 5
min  r(m)|
A cada iteracdo k aproximamos
r(mg +om) =~ r(mg) + r'(my)dm=Aém—b

e resolvemos o problema de minimos quadrados linear
.1 5
min ~[|Adm — b||
om 2

cuja solucao é dada pelas equagcoes normais

ATAsm=A"b
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Probabilidade

Um espaco de medida (E, X, P) é dito um espaco de
probabilidade se P > 0 e P(E) = 1.

Uma variavel aleatéria (v.a.) € uma fungao mensuravel
X:E—R"

No que segue E = R™, ¥ é a o-algebra de Borel e 11 € a
medida de Lebesgue.

Seja X uma v.a. Entao, fx : R — R é uma densidade de
probabilidade (dp) de X se

P(X(x) e Q)= /Q fx(x) dx.
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Esperanca e Variancia

A média . (ou valor esperado E(X)) de X é dada por

p= / xfx(x)dx € R"

Se X é escalar, a variancia 02 de X é dada por

0% = E((X — p)?) = / (x — 1)2Ae(x) dx

m

Se X = (Xq,Xo, ..., Xn), a matriz de covariancia C de X é
Cij = E((Xi — pwi)(Xj — 1))
Seja X = (X, X2). Entdo, Xj, X, sdo v.a. independentes se
fx(x1, X2) = fx,(x1)fx,(x2), isto €,
P(X1 e NAXs € Qg) = P(X1 S Q1)P(X2 € Qg)
Neste caso, C(X) é diagonal.
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Distribuicao Normal

Se o # 0, a densidade normal /\/Wz dada por

1 _ (X—px—p) _ lx=nl?

f(X) = We 202 x e 202

tem média . e variancia o?. Np 1 é dita normal padré&o.
Se Cpxn € SPD, entéo N, ¢ dada por
f(X) o e_%<c_1(x - M)u X = /j’>

tem média ;. € R” e covariancia C. N é dita normal padr&o.

Se X tem distribuicao J\/MC, entdo X;, i < n, sdo independentes
se e s6 se C é diagonal.
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Distribuicdo 2

Seja C = C'/2C"/2, C1/2 SPD. Ento,

(CTH(x—p),x — ) = [|CTV2(x = )|

Se X é uma v.a. de densidade \,, ¢, entdo Y = C~/3(X — ) é
normal padrao.

Sejam Xi, ..., X, v.a. independentes com distribuicao normal
padréo. Entao,

IXIF = XF+ X+ + X3
é dita uma v.a. x2. ||X||? tem média n e variancia o2 = 2n.
Se X é N, ¢, entao,
ICTV3(X = w2

tem distribuigao x2.
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