ENAMA

Encontro nacional de andlise matematica

Sobre o método de Nehari

Giovany de Jesus Malcher Figueiredo

Brasilia, de 7 a 9 de novembro de 2018



Sobre o método de Nehari i

Dedicatoria

Ao meu pai Edilton com muito amor e carinho.



Sobre o método de Nehari iii

Agradecimentos

Quando eu tinha 03 anos de idade, meu pai me levava para visitar o irmao dele
e meu tio Armando(Derviro). Tio Armando morava naquela época em Belém,
na Avenida Marqués de Herval entre Timbé e Estrela(hoje Mariz de Barros).
Em 1966 a Avenida Marques de Herval nao tinha pavimentacao, mas ja tinha,
como algumas outras ruas dos bairros da Pedreira e do Marco, a largura e o
cumprimento necessarios para serem chamadas de avenida. A Marqués de Herval
atravessava os bairros da Matinha(hoje Fatima), Pedreira e Sacramenta. Meu
pai fazia o trajeto para a casa do tio Armando andando a pé e me carregando
no pescoco, ou como é mais conhecido no Para, me carregando no cangote. Pois
numa dessas visitas a casa de tio Armando, nos meus trés anos de idade, no
cangote de meu pai, ao levantar a cabega, percebi pela primeira vez, que nao
conseguia enxergar o final da rua. Naquele momento, sem me dar conta, vi pela

primeira vez o ”infinito”.

Fiquei tao impressionado com a ”descoberta” que até hoje nao esquego. Talvez

seja por isso que sempre gostei de carregar meus filhos no cangote.

Muito obrigado meu pai por tudo.



v

Sobre o método de Nehari




Sobre o método de Nehari v

Resumo

Nestas notas descrevemos o método de encontrar solugoes do tipo Ground State
para problemas elipticos. Tal método foi introduzido por Zeev Nehari [22], [23] e
generalizado por Szulkin e Weth em [25], por Figueiredo e Ramos em [15] e por

Figueiredo e Pimenta em [14].
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Abstract

In this manuscript, we describe the method of find solution of the type Grond
sate for some elliptic problems. This method was given by Zeev Nehari in [22],
[23] and generalized by Szulkin and Weth in [25], by Figueiredo and Ramos in
[15] and by Figueiredo and Pimenta in [14].
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Introducao

Iniciamos estas notas descrevendo de um modo intuitivo o Método de Nehari.
Seja E um espaco de Banach reflexivo e ® um funcional de classe C'(E,IR). A
derivada de Frechet em u € E, dado por ®'(u), é um elemento de £’ que calculado
em v € E serd denotado por ®'(u)v. Assim, se u € E é um ponto critico de P,
entdo ®’'(u) = 0, o qual é equivalente a ®'(u)v = 0, para todo v € E. Entao,

necessariamente, u pertence ao conjunto
N={ueFE:u#0:9uu=0}

Tal conjunto é chamado Variedade de Nehari, embora, muitas vezes tal
conjunto nao seja uma variedade. O método de Nehari consiste em minimizar o
funcional ® sobre a variedade de Nehari N, em outras palavras, obter u € A tal
que

O(u) =c:= q}gf/@(@)
Posteriormente, deve-se mostrar que o ponto de minimo de ® na variedade de
Nehari N' é um ponto de critico de ® em todo o espaco. Note que este método

fornece um ponto critico u € E para o funcional & com a seguinte propriedade:
®(u) < (w),

qualquer que seja w ponto critico de . Tal propriedade caracteriza o ponto
critico u de @ como ponto critico Ground State, ou ponto critico em Estado

Fundamental.

Quando este ponto critico de ® é solugao de um problema eliptico, entao diz-se

que esta solugao é do tipo Ground State ou solugao em Estado Fundamental.

Zeev Nehari, matemético Israelense (1915-1978), introduziu esse método

através de dois artigos [22] and [23]. Nesses artigos Nehari considerou uma EDO
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de segunda ordem em um intervalo (a,b) e mostrou existéncia de solu¢ao nao
trivial minimizando o funcional ® de classe C? associado ao problema em N
Apoés a minimizacao, Nehari usou o Teorema da Funcgao Implicita e mostrou que
o ponto de minimo de ® na Nehari era ponto critico de ® em todo o espago.
Em [23], Nehari mostrou existéncia de solugdo com um determinado numero de
nés em (a,b). Desde essa época, este eficiente método vem sendo largamente
aplicado, ficando quase impossivel citar aqui todos os autores que difundiram o
método. Além disso, a partir deste método, outros métodos foram criados, como,

por exemplo, o método de Fibragao introduzido por Pohozaev [13].

Em 2010, num celebrado livro [25], Szulkin e Weth apresentaram um resultado
abstrato, o qual era uma prova unificada do Método de Nehari para alguns
problemas cujo funcionais eram apenas de classe C! e tinham minimo local em
0. Além disso, ® era da forma ® = [y, — I, onde [y era homogéneo e [ era
completamente continuo. Esses autores deram varios exemplos de problemas onde
este método podia ser aplicado e ainda mostraram resultados de multiplicidade
e uma generalizacao do método de Nehari para problemas onde 0 é um ponto
de sela do funcional associado. Para mostrar que o minimo na Nehari era ponto
critico do funcional ® em todo o espaco, Szulkin e Weth nao puderam usar o
Teorema da funcao implicita, uma vez que ® nao era de classe C?. Para este caso

eles usaram que a variedade de Nehari era homeomorfa a esfera.

Em 2015, Figueiredo e Ramos [15] generalizaram os resultados de Szulkin
e Weth para funcionais da forma ® = Iy — I com I, nao necessariamente
homogeéneo. Para ilustrar o resultado e ressaltar que o método de Nehari nao
requeria homogeneidade de I os autores aplicaram o resultado em problemas do
tipo p — ¢ Lapalciano, problema de Kirchhoff e a problemas anisotrépicos, que
sao, conhecidamente, problemas cujo funcionais sao da forma ® = Iy — I com I,

nao homogéneo.

Em 2016, Figueiredo e Pimenta [14] retomaram esses estudos e mostraram
que o método de Nehari nao requeria diferenciabilidade para o funcional e nem
a reflexividade do espaco de Banach. Em outras palavras, ® precisaria ser apenas
do tipo localmente Lipschitz. Neste artigo foram dados exemplos de funcionais

associados aos problemas envolvendo o operador 1-Lapalciano e operador de Bi-1-
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Laplaciano no espaco das funcoes de variacao limitada BV, o qual nao é reflexivo.
Para mostrar que o minimo na Nehari era ponto critico de ® em todo o espaco, os
autores provaram uma versao do Lema de deformacao para funcionais localmente

Lipschitz.

No capitulo 1 deste trabalho, com a finalidade de ilustrar o pioneiro trabalho

de Zeev Nehari, aplicaremos o Método de Nehari para o problema
—Au = f(u) em €, wu=0 sobre 09,

onde Q é um dominio limitado do IRV e com hipé6teses adequadas sobre a nao

linearidade f.

No capitulo 2 demonstraremos o resultado abstrato de Szulkin e Weth e

faremos uma aplicagao com um problema envolvendo o operador p-Laplaciano.

No capitulo 3 demonstraremos o resultado de Figueiredo e Ramos e faremos

duas aplicagoes que aparecem no artigo dos autores.

No capitulo 4 mostraremos que o método de Nehari ainda é eficiente para
obter solugoes do tipo Grond State que mudam de sinal. Para isso faremos uma

aplicagao devida a Liu e Wang [18].

Finalmente, no capitulo 5, demonstraremos o resultado abstrato de Figueiredo
e Pimenta [14] e faremos as aplicagdes dos problemas envolvendo o 1-Laplaciano

e o operador Bi-1-Laplaciano .

Gostaria de agradecer ao Professor Humberto Ramos da Universidade de
Santiago do Chile, pelo convite que me fez para visitar aquela Universidade,
por ter me introduzido neste fascinante tema e pela colaboragao no artigo que

descreveremos no capitulo 4.

Estas notas foram escritas em 2016 em Presidente Prudente, no periodo
em que fui Professor visitante na UNESP, campus de Presidente Prudente.
Portanto agradeco também ao Professor Marcos Pimenta pela acolhida naquela

maravilhosa cidade e também pela colaboracao no artigo descrito no capitulo 5.



Capitulo 1

O Método de Nehari

Como foi dito a introdugao, Zeev Nehari introduziu esse método através de dois
artigos [22] e [23]. Mas por uma questao de preferéncia pessoal, vamos ilustrar
este método com o seguinte problema:

{ —Au = f(u) in Q,

(P) u=0 on 01,

onde Q C RY é um dominio limitado. Antes de enunciar o resultado principal,

precisamos de hipoteses sobre a funcao f:

A funcao f é de classe C* e existem C,r € R com 2 < r < 2* tais que

(f1) F)] < O+t
Além disso, considere as seguintes condicés na origem e no infinito:
@]
e
F(t)
(f?)) tto00 t2 - +OO7

¢
onde F(t) = / f(r)dr.
0
Note que, por (f1) — (f2), dado € > 0, existe C. > 0, tal que

[f(O)] < elt] + Ceft" (1.1)
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A funcao

f(t)

(fs) t— e é crescente para t > 0.
O principal resultado desta secao é dado por:

Teorema 1.1 Considere (f1) — (fa) verdadeiras. Entao (P) tem uma solucao

Ground state.

1.1 Estrutura variacional

Dizemos que u € Hg(2) éuma solucao fraca do problema (P) se verifica

/ﬂVqub d:v—/gf(u)gb dx =0

para todo ¢ € H}(2), onde ||.|| é a norma usual em H}(Q).

Vamos encontrar solugoes de (P) procurando pontos criticos do funcional ¢

de classe C' dado por
1
@(w) = 3 ull* ~ [ Fu) da.

Note que
O (1) = / VuVe da —/ Flw)o dr,
Q Q
para todo ¢ € Hj (). Portanto, pontos criticos de @ sao solugoes fracas de (P).

Agora definiremos a variedade de Nehari A associada ao funcional ® por:
N = {ue X\{0} : ®'(u)u =0} = J {0},

onde J(u) = @ (u)u = ||ul|? —/Qf(u)udas.

1.2 Resultados preliminares

O Lema que demonstraremos abaixo é ponto chave no método de Nehari.
Essencialmente ¢ dito que, todau € HJ(2), u # 0 pode ser projetada na variedade
de Nehari de maneira tnica. Como consequéncia desse resultado temos que a

variedade de Nehari é nao vazia.
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Lema 1.1 Se (f1)- (f1) ocorrem, entao, para uw € Hg(2) com u # 0, existe um

tinico ty = to(u) > 0 tal que tou € N e ®(tgu) = max O(tu).

Demonstragao: Sejam u € H} () com u # 0 e h(t) = ®(tu). Usando (1.1) e as

imersoes continuas de Sobolev, existem constantes C7,Cs > 0 tais que
U A ;
h(t) = (tu) 2 (1 = Cr) S fJull” = —CeCollull".

Desde que 2 < r, existe t; > 0 suficientemente pequeno tal que h(t) > 0, para
todo 0 < t < t;.

Agora de (f3) deduzimos que dado K > 0, existe M > 0 tal que, para todo
t > M, obtemos
F(t) > Kt*

Portanto,
t2
ht) < S ul? - Kt?/ lu|dz.
2 Q

Escolhendo K suficientemente grande, temos que
h(t) <0, paratodo t > M.
Assim, existe ty > 0 such that
h(to) = max h(t) = max D (tu).
Portanto, h'(ty) = 0, ou seja,

tElull* = | fltou)tou

implicando que tou € N.

No que segue, mostraremos que £y ¢ inico. Para isso, suponhamos que exista

s > 0 tal que su € N. Entao,

t
HuH2 :/ f( OU)u2dx
Q tou

||u||2:/ﬂf(;7)u2dm.
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Logo,
[(J) S0y,
o\ tou su
Por (f4), segue-se que ty = s. [ |

O préximo Lema afirma que sequéncias na variedade de Nehari ndao podem

convergir pra zero e que existe o nimero real ¢ tal que ¢ = i}\lff I>0.

Lema 1.2 Para todo uw € N, existe uma constante positiva C independente de u
tal que
0<C < |ul

O (u) > 0.

Demonstracao: Note que por (1.1) e das imersoes de Sobolev, para todo u € N,

temos que
ul|? = /Qf(u)u dz < e/ﬂ ul? da + CE/Q | dz < eCy||ul|? + C.Cs|lu|".

Assim,

1 1/(r-2)
0 < {(601)] < lull.

C.Cy

Note agora que, por (fy), obtemos
fltt—f(t) >0, (1.2)
para todo t > 0. Mas esta ultima desigualdade é equivalente que a funcao

1
§f(t)t — F(t) é crescente para t > 0. (1.3)

Usando (1.3) encontramos

O préximo Lema afirma que toda sequéncia minimizante na variedade de

Nehari e limitada.
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Lema 1.3 Se (u,) C N € uma sequéncia minimizante para ®, entio (u,) €

limitada em H}(Q).

Demonstracao: Suponha por contradicao que, a menos de subsequéncia,

|un|| — oo e considere v,, = 2 — vy.
llun]

Se vg = 0, entao para todo ¢t > 0, obtemos

ct+on(l) =D(u,) = P(|unllvn) > P(tv,)

2
= 5= QF(tvn) dx.
Desde que
/Q F(tv,) dv — 0
obtemos

t2
c+o,(1) > 5 bara todo t >0,
o que é uma contradicao.

Suponha agora que vy # 0. Neste caso,

1 c

D (u,) = = o,(1).

[[un (A

Assim,

[Pl _ 1

[ 2 2

o qual é uma contradigao por (fy).

No proximo Lema mostraremos que o infimo de & restrito a Nehari é

atingido. Nesta prova é fundamental a projecao na variedade de Nehari e a

semicontinuidade fraca do funcional ®.

Lema 1.4 Existe u €¢ N, tal que

O(u) =c

Demonstracao: Considere (u,) C A uma sequéncia minimizante. Entao, (u,)

e limitada em Hj(f2) e, a menos de subsequéncia,

U, — up in Hy(52).
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Note que ug # 0, porque caso contrario, usando (1.1) e as imersoes compactas de

Sobolev, obtemos

= [ Flan)u, do = 0,(1),
o qual contradiz o Lema 1.2.
Seja ty > 0 tal que v = tgug € N.
Desde que ||.|| ¢ fracamente semicontinuo inferiormente e que /Q F(uy,)dr =

/ F(up)dx + 0,(1) entdo ® é fracamente semicontinuo inferiormente. Dai
Q
¢ < ®(u) = P(toug) < lim inf ®(fou,) < lim inf I(u,) = ¢,

onde foi usado na segunda desigualdade que se u € N, entao ®(u) = max D (tu).

Finalizando, vamos mostrar que este ponto de minimo na variedade de Nehari
para o funcional ® é ponto critico de ® em todo o espago. Mostraremos esse
resultado de duas maneiras distintas. A primeira é usando o Teorema da Funcao
Implicita, da mesma maneira que fez Nehari. A segunda maneira é usando o
Teorema dos multiplicadores de Lagrange, como é comumente usado em trabalhos

mais recentes.

1.3 Demonstracao do Teorema 1.1

1.3.1 Via Teorema da Funcao Implicita

Mostraremos que ®'(u)v = 0, para todo v € Hj(€2). Desde que u # 0, existe
€ > 0 tal que u + sv # 0, para todo |s| < e. Entao, pelo Lema 1.1, existe #(s) tal
que t(s)(u + sv) € N. Agora definimos

o(s,t) = O (t(u+ sv))t(u+ sv) = ||t(u+ sv)|]?
— /Qf(t(u + sv))t(u + sv) dz.

Note que ¢ € C*, ¢(0,1) =0e

200 = Swu=2ul? [ [ ]
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onde
Iw) = Jull* = [ fwu do.

Desde que u € N, temos que

0
£(0,1) = J’(u)u:/Q[f(u)u—f'(u)u2 dz, (1.4)
Usando (1.2) obtemos
f;f(o, 1) < 0.

Usando o Teorema da fungao Implicita, existe ¢(s) € C! tal que ¢(s,t(s)) =0
para todo |s| < e. Entao, t(s) # 0 e t(s)(u + sv) € N. Considere YT(s) =
O(t(s)(u + sv)) com |s| < € e note que T € C! e s =0 é um minimo local de T.

Entao,

1.3.2 Via Teorema dos Multiplicadores de Lagrange

Pela Proposic¢ao 5.12 na pagina 87 do excelente livro de M. Willem [26], a derivada

de @ restrito a N tem norma dada por
197wl = min [|(w) = AT ()l g (@
Desde que v € N é ponto de minimo de ® restrito a variedade de Nehari,
entao existe A € R tal que
O’ (u) — A\J' (u) = 0. (1.5)
Aplicando este funcional linear continuo no préprio u, obtemos
O (u)u — AJ'(u)u = 0.

Dai, ®'(u)u = 0 implica que AJ'(u)u = 0. Mas por (1.4) e por (1.2) temos que
J'(u)u < 0, o que implica A = 0. Portanto, por (1.5) obtemos

P’ (u) = 0.



Capitulo 2

O resultado abstrato de Szulkin e
Weth

2.1 Introducao

Como dito na introducao, o método de Nehari foi aplicado por muitos autores
nos mais variados problemas. Entretanto, em 2010, Szulkin e Weth em [25],
reescreveram o método de Nehari de uma forma abstrata. Tal resultado abstrato
pode ser aplicado em diversos problemas de natureza diferentes. As principais

contribuicoes de Szulkin e Weth foram:

1) O resultado abstrato devido a Szulkin e Weth pode ser aplicado a
problemas envolvendo o operador p-Laplaciano, sistema Newtoniano de equagoes

diferenciais, problemas no R”, sistemas do tipo gradiente, etc.

2) Os autores enfraqueceram algumas hipdteses de Nehari. Por exemplo, a nao
linearidade era apenas continua, ocasionando dificuldades técnicas para provar
que o minimo do funcional era ponto critico em todo o espago. Foi usado

fortemente o homeomorfirmo entre a variedade de Nehari e a esfera do espaco.

3) Os autores generalizaram o método de Nehari para problemas em que 0 era

um ponto de sela para o funcional.

4) Os autores provaram ainda um resultado de multiplicidade envolvendo teoria

de Género.

Para nao perder o objetivo dessas notas, vamos restringir este capitulo somente

a forma abstrata do método de Nehari.

11
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Neste resultado, X é um espaco de Banach uniformente convexo, S é a esfera

unitaria em X e || - || a norma em X.

2.2 Resultado principal

Teorema 2.1 [25] Seja ® tal que P(0) =0 e & = Iy—1I onde Iy, I sao funcionais

de classe C' sobre X satisfazendo para algum p > 1:

1. I'(u) = o(||ul|P™) quando u — 0.

I’ (su)
sp—1

2. s

¢ estritamente crescente em (0,00) para todo u # 0.

I . .
3. % — 00 uniformemente para u sobre subconjuntos fracamente compactos

de X \ {0} as s — oc.

4. 1" é completamente continuo, isto é, se u, — u em X, entao I'(u,) — I'(u)

em X'.

5. Iy € fracamente semicontinuo inferiormente, positivamente homogéneo de

grau p, isto €, Io(su) = sPIy(u), e satisfaz

Collull” < To(u) < G5 [[ull?

(I5(v) = () (v —w) > Cy (ol = [Jw|P1) (o] = lw]) (1)
para algum Cy, C7; > 0 e para todo u,v € X.
Entao a equagio ®'(u) = 0 tem uma solugao ground state solution. Além disso,

se ® € par, entao esta equagao tem infinitas solugoes.

2.2.1 Demonstragao do Resultado principal

Vamos provar que a projecao na variedade de Nehari existe e é tinica. Considere a
funcao de classe C! definida por h(t) = ®(tu) para alguma fungao u # 0. Assim,

da p-homogeneidade de I ( veja 5.), temos que

h(t) = t7I(u) — I(tu)
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R (t) S I'(tu)u
e ulfp=t e fuf
Por 1., temos que h/(t) > 0 para t > 0 pequeno. Desde que h(0) = 0, temos que

h é positivo para t > 0 pequeno.
Agora, da homogeneidade de I (veja 5.), temos que

h(t) I(tu)

= Dolw) ——

Por 3., temos que h(t) < 0 para t grande. Logo existe ¢, tal que

h(to) = max O (tu).

Note novamente da homogeneidade de Iy obtemos que
PR (t) = Ip(u) — ' PI' (tu)u

De 2. inferimos que a fungao t — t'7Ph’(t) é decrescente. Segue que I/ se anula
uma unica vez, isto é, ty é tnico. Portanto, existe um tunico t; > 0 tal que

touGN.

Note que existe C' > 0 tal que C' < |lu]| para todo u € N, porque caso

contrario, existiria uma sequéncia (u,) C N tal que u, — 0. Mas por 5., temos
0 < Chl|un|P < Iy(un)un = I'(up)tn,

o que implica

!/ /
ey Ll )]
Junl[P " [lunl?

o que é um absurdo por 1..

Observe também que da definicao de h, para todo u € N, temos

®(u) = h(1) = maxh(t) > 0.

>0
Portanto, fica bem definido ¢ := mj\i/n ®. Provaremos agora que toda sequéncia
minimizante em A ¢é limitada. De fato, suponha que (u,) C N tal que, a menos
Un

de subsequéncia, |lu| — oco. Assim v, = musp — v- Suponha primeiramente
n

v =0. Assim,

on(1) 4+ ¢ = D(uy) = O(||un|lvn) = I?gjxq)(tvn) > O(tvy,).
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De 1. e da continuidade de I, obtemos
c>t"—1(0), paratodo t >0,

o que é um absurdo, pois ¢ € R.

Suponha agora v #£ 0. Dali, por 5., encontramos

o C ) T oy I(wl)
" lunlle ™ lunle =% luafr — ° [ [P

Y

o que contradiz 3.. Assim, (u,) é limitada em X. Portanto, a menos de

subsequeéncia, u, — up em X. Logo, de 5., observamos que
Chl|un||P < Iy(un)un = I'(ty ).

Mas de 4. esta desigualdade implica que ug # 0.

Mostraemos agora que existe © € N tal que ®(u) = ¢. De fato, seja to > 0

tal que toug € N. Assim. para 4 = toug,

C S @(@) = Io(t()u()) — I(toUo) S hggglf[lo(toun) — ](toun)]

= liﬁi(gfq)(tgun) < liﬂifgfé(un) =c,

onde usamos o fato que I, ser fracamente semicontinuo inferiormente e I ser

fracamente continuo.

Agora vamos provar que este ponto de minimo de ® na variedade de Nehari
é um ponto critico de ® em todo o espago. O argumento usado por Szulkin e
Weth foi o homeomorfismo entre a variedade de Nehari e a esfera unitaria de
X. Mas por preferencia pessoal, vamos usar uma versao do Lema de deformacao

quantitativo(veja a demonstragao em [11, Lemma II.1]).

Teorema 2.2 (Lema da Deformacao) Seja X um espago de Banach e O :
X — R um funcional de classe C'. Quando a € R, denotamos por ®* = {u €
X; ®(u) < a}. Suponha que exista S C X, c € Re a,e > 0 tais que

|9 (u)]| > Vue€ @' ([c— ey, c+ o)) () Sas,

entdo, para 0 < € < min{da/2, €y}, existe um homeomorfismo n: X — X tal que



Sobre o método de Nehari 15

i) n(u) = u para todo u & ®~([c — €y, ¢ + €g]) N Sas;
it) (@t N Ss) C N Ss, onde S, € uma a-vizinhanga do conjunto S.
Afirmamos que @ é um ponto critico de ®, em todo o espago X, i.e. ®'(a) =0
em todo o espago X. Caso contrario, existiria a > 0 tal que
1" (@)]| = a > 0.
Da continuidae de ¢, temos que
| (w)]| = a >0,
para todo u € Bys(@). Denotando J = [1 —§,1+ 0] C IR defina g : J — X por
g(t) = tu.
Note que
lg(t) — ll = it — all = [t — 1[]1all < all < 28
Além disso, dado € > 0 qualquer, diminuindo § > 0 se necessario, obtemos
|D(u) — P(u) =c| <e
para todo u € Bays(u), onde ¢ := ®(u) = ijr\l/f ®. Em outras palavras
c—e<P(u) <c+e,

para todo u € Bas(1).
Definindo ¢y = max{®(g(1-9)), ®(g(1+3))}, encontramos ¢y < ¢ = ®(g(1)) =

c—Cq
2

max ®(g(t)). Assim, fazendo ey = , Obtemos
S
19 (w)]| = a >0,

para todo u € ®~!([c — €y, ¢ + €0]) N Bas(u)

Agora escolhendo € > 0 tal que
€ < min{eg, o/2},

do Lema da Deformagao, existe um homeomorfismo 7 : X — X such that
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i) n(u) = u para todo u & ®~*([c — €y, ¢ + €o]) N Bas();
it) n(®T N Bs(u)) C N Bs(a).

Definamos v : J — X por v(t) = n(g(t)) e duas fungoes continuas,
Vo,V J — IRpor

and

Parat € {1 — 4,1+ ¢}, temos

C— Cp

O(g(t) <cy=c—(c—cp) <c— =c— €,

ouseja g(t) ¢ ®7'([c—¢,c+¢€]) N Bas(@). Do Lema da deformagao item ), temos
que n(g(t) = g(t) quando t € {1 — 4,1+ 0}. Portanto, para t € {1 — 4,1+ 4},

encontramos
(1) = TN = ¥ o) nl(r)) =
= (gt = (1)) = To(t)
Logo, da Teoria do grau, d(¥,, J,0) = d(¥, J,0). AIA@m disso,

Vo (1) = ¥ (g(1))u = (@)u =0

‘PO(t) 7£ 07
para todo t € J com t # 1. Assim, d(Vy,J,0) = 1 o que implica que
d(¥q, J,0) = 1. Logo, existe t € J tal que W;(t) = 0, ou seja,

1
BN =0,
de onde concluimos que y(t) € N. Isto implica que

c < ®(y(t)) = (n(g(t))).

Como ¢(t) € Bs(u) e (g(t)) < ¢ + ¢, pelo item 4i) do Lema da Deformacao,
temos que

®(n(g(t))) <c—e

de onde concluimos que ¢ < ¢ — €, 0 que é uma contradicao. [ ]
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2.2.2 Aplicagao 1

Considere o problema

—Ayu = f(u) in
(P) u>0 in €,
u=0 on 012,

17

onde Q C RY ¢ um dominio limitado e A, = div(|Vu|P~2Vu), 1 < p < N. Antes

de enunciar o resultado principal, precisamos de hipdteses sobre a funcao f:

A funcao f é continua e existem C,r € R com p < r < p* = A]?—]_Vp tais que

(f1) f)] < O+t
Além disso, considere as seguintes condi¢oes na origem e no infinito:
- f@)]
(f2) &'1% =i 0
e
. F(t)
(/3) tlg-noo tp 00,

¢
onde F(t) = / f(r)dr.
0
Note que, por (f1) — (f2), dado € > 0, existe C. > 0, tal que

[f)] < et + Ceft"

A fungao

t
(fa) t— tfp(z ¢ crescente para t > 0.

O principal resultado desta secao é dado por:

(2.2)

Teorema 2.3 Considere (f1) — (f1) verdadeiras. Entao (P) tem uma solugdo

Ground state.
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2.3 Estrutura variacional

Dizemos que u € WyP(Q) é uma solucio fraca do problema (P) se verifica
/Q VuP?VuVe dr — /Qf(u)gb dr =0

para todo ¢ € Wy*(Q), onde ||.|| é a norma usual em W," ().

Vamos encontrar solugoes de (P) procurando pontos criticos do funcional ¢

de classe C'! dado por

D(u) = ;nunp— [ Fw dr.

Note que

O (1) = /Q VulP2VuVe do — /Q Flw)e dr,
para todo ¢ € W,"(Q). Portanto, pontos criticos de ® sio solucdes fracas de
(P).

Agora definiremos a variedade de Nehari A associada ao funcional ® por:
N ={ue X\{0} : ®'(u)u =0} = J {0},

onde J(u) = @ (u)u = ||ul|? —/ f(uw)udz.
Q
Vamos mostrar que o funcional ® satisfaz as hipoteses do Teorema devido a
Szulkin e Weth.
Note ® = Iy — I é de classe C! e ®(0) = 0. Além disso, de (2.2), da
desigualdade de Horder e das imersoes continuas de Sobolev, existem constantes
k1, ko, tais que

17" (w)ll = sup [I'(u)g| = sup | | flu)pda| < ekyllul"~" + Cekalul"™".
loli=1 lol=1 /2

Desde que p < r, a hipétese 1. do Teorema de Szulkin e Weth é satisfeita. A
hipdtese 2. é consequéncia direta de (f2). A hipétese 3. resulta de (f3). Além
disso, desde que f tem crescimento subcritico e € é um dominio limitado do IRY,

a hipdtese 4. é prontamente satisfeita. Note que

(I, (0) — 1)) (w) (v —w) = ||v||2—/Q |Vv|p_2Vvadx—/Q IV wlP-2VwVods+||w|?.
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Usando desigualdade de Holder com os expoentes p/p — 1 e p, obtemos

(I(v) = L) (w) (v —w) = [ollP = [ll]"~ lwl| = [lwlP~ ol + [lw]]?

> (IolP=" = flwlP= )l = llwl),

e a hipotese 5. é vélida.

19



Capitulo 3

O

resultado abstrato de

Figueiredo e Ramos

Em 2015 Figueiredo e Ramos publicaram (veja [15]) uma versao do resultado de

Szulkin e Weth, sem pedir que o funcional [ fosse p-homogéneo. Este resultado

permitiu que problemas sem homogeneidade no operador diferencial pudesse ser

estudado com o método de Nehari. O principal resultado em [15] é o seguinte:

Teorema 3.1 Seja X um espaco Banach reflexivo com norma ||-]] e ® : X — R

um funcional de classe C* com ®(0) = 0. Considere p,v > 1 tal que :

4.

@/
lim inf (u)u
u=0 |

>0

Para todo u € X temos ®(u) > Collul|"—1(u) onde Cy > 0 e I € fracamente
continuo sobre X .
D (tu)

t—oo P

compactos de X \ {0}.

= —oo uniformemente para u em subconjuntos fracamente

'(tu)u

Para todo uw € X com u # 0, a fun¢ao u — ‘btp_l ¢ decrescente.

5. O funcional ® € fracamente semicontinuo inferiormente.

Entao c :=infyr @ € postivo e € atingido por algum ug # 0, i.e. ® tem um ground

state nao trivial no nivel c. Além disso, se ® € par, entdo podemos escolher
Up Z 0.

20
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3.0.1 Demonstragcao do Teorema

Dado u € X \ {0}, definimos h(t) = ®(tu) para t > 0. Assim
R'(t)  P(tu)u

lull el

Por 1., temos que para t > 0 suficentemente pequeno, h'(t) > 0. Como h(0) = 0,
entao h(t) > 0 para t > 0 pequeno. Agora, por 3., temos que h(t) < 0 parat >0
grande. Assim, existe ¢y > 0 tal que h(tou) = max ®(tu). Em outras palavras
tou € N. Note que por 4., i’ é decrscente, ou seja, I/ se anula uma tnica vez.
Portanto ty é tnico.
Em particular, para u € A, temos que ®(u) = h(1) = max h(t) > 0.
Afirmamos que, para toda u € N, existe C' > 0 tal_que |lul| > C > 0.

D (U )un,

=
llunl

Pois se existisse (u,) C N com u, — 0 em X, entao = 0 para todo n,

contradizendo 1..

Vamos provar agora que se (u,) C N é tal que se (P(u,)) é limitado
superiormente, entao (u,) é limitada e, a menos de subsequéncia, u, — ug com
up # 0. Suponha, por contradigdo que (u,) C N nao seja limitada. Entao,
podemos assumir que ||u,|| — oo e v, — vy, onde v, = ”Z—Z” Se vg = 0 entao,

desde que t =1 é o ponto de maximo global de hu,, concluimos usando 2. que:

O (uy,) > O(tv,) > Cot" — 1(tv,) — Cot" — 1(0),
forallt > 0.

Esta desigualdade contradiz o fato que (®(u,)) é limitado superiormente.
Portanto, vy # 0 e consequentemente, por (3),

CIJ(un) . CI>(||un||vn)

el lunl?

—0Q,

o que contradiz o fato que ®(u,) > 0 para todo n. Portanto, (u,) deve ser
limitada e, a menos de subsequéncia, u,, — ug. Se uy = 0 entao, repetindo o

argumento usado no caso vy = 0, obtemos
O (uy,) > D(tuy,) > Cot"||un||” — I(tuy,) > Dot — I(tu,) — Dot" — 1(0),

onde foi usado (2) e o fato que N é limitada por zero. Assim, encontramos uma

outra contradicao, o que nos mostra que ug Z 0.
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Em particular, se (u,) é uma sequéncia minimizante para ¢, entdo podemos
assumir que u,, — ug com ug #Z 0. Seja to > 0 tal que toug € N. De 5., concluimos
que

c < P(toug) < h,{%%fq)(toun) < h}ggf@(un) =c,

e, como consequéncia, ®(toug) = c¢. Finalmente, if ® é par, entao ®(toug) =

O (|tgup|), 0 que mostra que [toug| atinge c.

Para mostrar que o ponto de minimo de & restrito a Nehari é ponto critico

de ® em todo o espago nds repetimos os argumentos de Szulkin e Weth.

3.0.2 Aplicacao 1

Nesta se¢ao vamos estudar o problema

(P)

—div(a(|VulP)|VulP72Vu) = f(u) em €,
u = 0 sobre 0f),

onde Q C IRV é um dominio regular e limitado e 1 < p < N.
As hipéteses sobre a funcao a : IRT — IR" de classe C! sao as seguintes:
Existem constantes kg, k1 > 0, ko, k3 > 0, N > g > p tais que

(al) ko + H(k’g)/{fzt(qip)/p S a(t) S kl + kgt(qip)/p,

onde H({) =1se{>0e H(E) =0se=0.

A funcao

(az) t — a(t?)tP"? é crescente e t — a(tP)t? é convexa.
A funcao

(a3) t— leg)t?_p) é crescente para t > 0,

onde 5 = (1 — H(ky))p + H(ks)q.

As hipéteses sobre f sao dadas por:
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Existem C|r € Rtais que v <r < y* = % e
(f1) FOI<Ca+1e
Além disso, considere as seguintes condigoes de crescimento na origem e no
infinito;
S
(f2) i et 0
e
. F(t)
(f3) tlgi-noo Y T ’
t
onde F(t) :/ f(r)dr.
0
A funcao
t
(f1) t 1{;/(_3 ¢ crescente para t > 0.

Usando o Teorema abstrato da secao anterior, provaremos o seguinte

resultado:

Teorema 3.2 Se (a1) —(a4) e (f1)— (f1) ocorrem, entao o problem (P) tem uma

solugao ground.

Agora daremos alguns exemplos de funcoes a para ilustrar o grau de

generalidade de problemas que estamos estudando aqui:

Exemplo 3.1 Considerando a(t) = 1, temos que a satisfaz as hipdteses (ay) —
(ag) com kg =k; =1, ks =0 e ko > 0. Portanto, o Teorema 3.2 € vdlido para o

problema
—Ayu = f(u) em Q,

o qual é um dos problemas estudados por Szulkin e Weth.

Exemplo 3.2 Considerando a(t) = 1 + t%, temos que a satisfa as hipdteses
(a1) — (ayg) com ko = k1 = ko = ks = 1. Portanto, o Teorema 3.2 € vdlido para o
problema

—Ayu— Ayu = f(u) em ,
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que nao é homogéneo. Esta classe de problemas vem, por exemplo, de um sistema

de reacao-difusao mais geral do tipo
up = div[D(u)Vu] + c(x,u), (3.1)

onde D(u) = (|Vul[P™2 + |Vu|?7?). Este sistema tem uma vasta gama de
aplicacoes na fisica e ciéncias afins, como biologia, fAsica de plasma e quimica.
Em tais aplicacoes, a funcao u descreve uma concentragao, o primeiro termo
do lado direito de (3.1) corresponde a difusao com coeficiente de difusao D(u);
enquanto que o segundo termo ¢é a reacao e relaciona processos de origem e perda.
Tipicamente, nas aplicagdes da quimica e biologia, o termo de reac¢do c(z,u) é

um polinémio de com coeficientes varidveis(ver [19], [20], [27]).

Continuamos com outros exemplos que sao interessantes do ponto de vista

matematico:

Exemplo 3.3 Considerando a(t) = 1+—5=, temos que a satisfaz as hipdteses
(14t) 7
(a1) — (aqg) com kg = 1, ky = 2, ks = 0 e ky > 0. Portanto, o Teorema 3.2 é

valido para o problema

p—2
—div (|VulP2Vu + [Vl VL) = f(u) em Q.

(14 |Vulp) »

Exemplo 3.4 Considerando a(t) =1+ 5+ —L_, temos que a satisfaz as
(14t) P
hipdteses (a1) — (ay) com kg =1, ky =2 e k3 = ko = 1. Portanto, o Teorema 3.2

¢ valido para o problema

—Apu— Ay — div (

3.1 Estrutura variacional

Dizemos que u € X ¢ solugao fraca do problema (P) se u satisfaz

/Qa(|Vu\p)|Vu|p_2VuV¢ dx — /Qf(u)gb de =0

para todo ¢ € X, onde X denota o espago de Sobolev WP(Q) W7 (Q).
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Desde que ¢ > pe H =0 ou H = 1, temos v > p e assim Wy *(Q) N W, (Q) =
We(Q) = X

Entao, em X consideramos a norma usual ||ul|?” = / |Vul|” dx.
Q

O funcional associado a (P) ¢ de classe C' é dado por @ : X — Ronde

B(u) :;/QA(\WP) dr— [ Flu) dr,

e A(t) = /ta(s)ds.
Note que 0
(o = [ a|Vul)|VupVuVe de - [ f(w)o dr,
para todo ¢ € X. Portanto, pontos criticos de ® sao solugoes fracas de (P).

Agora definimos a variedade de Nehari associada a ® dado por

N ={ue X\{0}: ®'(u)u = 0}.

3.2 Demonstracao do Teorema 3.2

E suficiente provar que o funcional ® satisfaz as hipoteses do Teorema 3.1 de

Figueiredo e Ramos.

Note que por (a1), (f1) e (21), dado €, existem constantes positivas C, C' tais
que
' (wu > (Ko — €CO)Jul]” + CCllu]|* = Cljull?
para ||u|| pequeno. Assim, a hipétese 1. é satisfeita.

A hipétese 2. é consequéncia imediata de (a;). Agora a hipdtese 3. é
consequéncia direta de (f3) e (az). Com (fy) podemos provar a hipdtese 4..

Por (az), provamos 5.. Assim, ® tem um ground state nao trivial.

3.2.1 Aplicagao 2

Nesta aplicagao vamos estudar o problema de Kirchhoff o qual é dado por

(P) { -M </Q|Vu|2d$) Au= f(u) in Q,
u=0 on 0f,
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onde  C R3 é um dominio limitado. Antes de enunciar o resultado de existéncia

de solucao ground state, precisamos das seguintes hipdéteses sobre a funcao M.

A funcao M : Ry — R, é de classe C! e satisfaz as seguintes condicoes:

(My) A fungdo M é crescente e 0 < M(0) =: my.
M(2)

(M;) A fungao t — — ¢ decrescente.
Um exemplo tipico de fungoes verificando as hipéteses (M;) — (M) é dadas
por

M(t) =mo+bt, onde mg>0 e b>0.

Este é o exemplo que foi considerado por Kirchhoff em [17]. Mais geralmente,

cada funcao da forma

k
M(t) =mo+ bt + ) b;t"

i=1
com b; > 0 e € (0,1) para todo ¢ € {1,2,...,k} verifica as hipGteses
(M;) — (Ms). Um outro exemplo é M(t) = mgy + In(1 +1).

As hipéteses sobre a funcao f sao dadas por:

Existem C,r € Rtaisque 4 <r <2*=6e

(f1) f)] <O+
Além disso, considere as seguintes condigoes de crescimento na origem e no
infinito:
/()]
=0
(f2) EVE
e
F(t)
<f3> totoo 4 - +OO7
t
onde F(t) :/ f(r)dr.
0
A funcao
t
(fs) t— ft(3) 5 crescente para t > 0.

O principal resultado agora é o:
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Teorema 3.3 Se (M) — (Ms) e (fi) — (f1) ocorrem, entao o problema (P) tem

uma solucdao nao trivial ground state.

A classe de problemas (P) é chamada do tipo Kirchhoff porque é modelo de
uma importante aplicacao da Fisica e das Engenharias. Por exemplo, em 1883,

Kirchhoff [17] estudou a equagao
2 2
dx) O =0

82u P() E L
K e _ (0, = c=
(K) P o <h+2L/o 022

o qual estende a cléssica equacao da onda de D’Alembert considerando os efeitos

@
ox

da troca de comprimentos da corda durante as vibragoes. Os parametros da
equagao (K) tem o seguintes significados: L é o comprimento da corda, h é a
secao de area tranversal da corda, E é uma constante que esta relacionada com
o material com o qual a corda é feita, p é a densidade de massa da corda e F, é

a tensao inicial.

Quando uma corda elastica com as extremidades fixadas é submetida a
vibragoes transversais, seu comprimento varia cm o tempo: Isto introduz troca
de tensoes na corda. Esse fenomeno motivou Kirchhoff a propor uma corre¢ao na
classica equagdo de D’Alembert. Depois, Woinowsky-Krieger (Nash - Modeer)
incorporou esta corre¢ao na classica equagao de Euler-Bernoulli para a viga. Veja

por exemplo, [4], [5] e as referéncias 1a contidas.

Além dessa importante aplicagao, a presenca do termo M ([, |Vu|*dz) causa
algumas dificuldades matematicas, o que faz o estudo desta classe de problemas

particularmente interessante.

3.3 Estrutura Variacional

Dizemos que u € Hy () é solugao fraca do problema (P) se u satisfaz

M(|lul) [ VuVe dz— [ fu)o dr =0
para todo ¢ € H}(2), onde ||.|| ¢ a norma usual em H}(Q).

O funcional associado ao problema (P) é dado pelo funcional de classe C!
P : H}(Q) — R definido por

o) = 5 [ F(Jul?) - [ F) d
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onde M(t) = /Ot M(s)ds.

Note que
I'we = M(lul) [ VuVe dr - [ f(w)o dr,
para todo ¢ € HJ (). Portanto, pontos criticos de @ siao solugoes fracas de (P).

Agora definimos a variedade de Nehari associada ao funcional ®:

N ={u e X\{0} : '(u)u = 0}.

3.4 Demonstracao do Teorema 3.3

E suficiente provar que o funcional ® satisfaz as hipdteses do Teorema 3.1 de

Figueiredo e Ramos.

Note que por (M), (f1) e (21), dado €, existem constantes positivas Ce, C' tais

que
' (w)u > (Mo — €O)[Jul* + CC|u|]"
para ||u|| pequeno. Assim, a hipétese 1. é satisfeita.

A hipétese 2. é consequéncia imediata de (M;). Agora a hipdtese 3. é
consequéncia direta de (f3) e (My). Com (fy) e (M) podemos provar a hipétese

4.. Da definicao de M, provamos 5.. Assim, ® tem um ground state nao trivial.



Capitulo 4

O método de Nehari e solucoes
nodais

Neste capitulo estudaremos a existéncia de solucoes nodais ou solugoes que

mudam de sinal do seguinte problema

—Au = f(u) em £,
(P) ut#0 e u= #0 em €,
u =0 sobre 0f),

onde Q ¢ IRV é um dominio regular limitado,
u"(r) = max{u(r),0} e v (x) = min{u(z),0}, paratodo z € .

Note que, neste caso, u = u™ +u~ e |u] = u™ —u~. Procuramos por solugdes que
mudam de sinal exatamente uma vez. Neste caso dizemos que a solucao u possui

dois dominios nodais.

Consideramos que a funcao f é de classe C! e satisfaz

(f1)
tl—o+ ¢
(f2) Existe g € (2,2%) tal que
) _
|00 t2—1

29
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(f3) Existe 6 € (2,2*) tal que

0 < OF(1) < J(@)t, Vit] >0, onde F(t) = | " f(s)ds.

(f1) A aplicacao

o 10
t

é crescente em |t| > 0.

O principal resultado neste capitulo é:

Teorema 4.1 Suponha que a func¢do [ satisfaca (f1) — (fs). Entao o problema

(P) possui uma solug¢io Ground state, com exatamente dois dominios nodais.

4.1 Estrutura Variacional e Lemas técnicos

Dizemos que u € Hj(€2) é uma solugdo fraca nodal de problema (P) se u™ # 0,

u” # 0 em §Q e satisfaz

/QVUVQS dx — /Q f(u)¢ drx =0, paratodo ¢ € Hy(Q),

1/2
]| = </Q|Vu|2 d:r) .

Em vista de (fi) — (f2), temos que o funcional J : H} () — IR dado por

onde

Lo
== - | F
J(w) = Slull? = [ F(u) da
estd bem definido. Além disso, J € C*(H}(2),R) com a seguinte derivada
J' (u)v = / VuVo dx—/ f(u)v dx.
0 Q

Assim, solugoes fracas de (P) sdo precisamente pontos criticos de J. Associado

ao funcional J, definimos a variedade de Nehari dada por

N = {u € Hy(Q)\{0} : J'(u)u = O}.
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No Teorema 4.1 demonstraremos que existe w € M tal que

J(w) = min J(v),

vEM
onde
M = {w eN:J(whHwt =0= J’(w_)w_}.
Tal conjunto M é conhecido como conjunto Nodal. Vamos iniciar

estabelecendo alguns resultados preliminares o quais serao explorados na préxima

secao num argumento de minimizagao.

Lema 4.1 (a) Para todo u € N temos

(6 —2)
20

J(u) =

.
(b) Euziste p > 0 tal que
|ul| > p, para todo uwe N
|lw®|| > p, para todo w € M.

Demonstragao Por (f3) concluimos que

() = J(u) — éJ’(u)u > (0-2)

T, |ul|?, for all u € N,

o qual demonstra (a).

Para demonstrar (b), note que por (fi) e (f2), dado € > 0, existe C. > 0 tal

que
f)t < elt)? + C. |t . (4.1)

Agora da definicao de N e da imersoes de Sobolev, temos que

602 1 :| 1/(g—2)

0<pi= [(1—01)06

para todo u € N e para algum C; > 0.

< lull,

De (4.1) e repetindo argumentos anteriores, obtemos

0<p< fwk.
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Mostraremos agora que toda sequéncia minimizante de J sobre M nao pode

convergir para zero.

Lema 4.2 Se (w,) € uma sequéncia limitada em M, entdo

liminf/ lwE|? dx > 0.
< Jo

n—

Demonstracao. Repetindo os mesmo argumentos ja usados neste capitulo,

obtemos
0<p* < kP < e [ Juif do+C. [ |uf]? da.

Desde (w,,)é limitada, existe C' > 0 tal que
0<p? §eC’+CE/ |wF|? dw
Q

e o resultado segue da tultima desigualdade. [ ]

Nos préximos resultados obteremos informacoes de f J com respeito a M
da mesma maneira que foi obtido sobre N. Para ser mais preciso, observe a
similaridade do préximo resultado com o resultado que afirma que para cada
v € H}(Q)\{0} existe um tnico ¢, > 0 tal que t,v € N.

Lema 4.3 Se v € H}(Q) com v #£ 0, entdo existem t,s > 0 tais que

J (tvt +sv7 )t =0

J (tvt +sv7 )T =0.

Demonstragao. Seja V : (0,+00) x (0,+00) — IR? uma funcdo continua dada
por
V(t,s) = (J'(tv" + sv7)(tv"), J'(tv" + sv7)(sv7)).

Note que

J'(tot + sv7)(to*) = 2|2 — /Q FltoHtotde. (4.2)
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Usando (4.1) e imersoes de Sobolev em (4.2), temos

J'(tv + sv7)(tvh) > (1 — OV |Jot |2 — t1C.C|v |4,

para algum C' > 0. Assim, existe r > 0 suficiente pequeno tal que

J' (rvt +sv7)(rv") > 0, para todo s> 0.

Argumentando da mesma maneira, obtemos

J' (tv" +rv7)(rv”) > 0, para todo t > 0.

Por outro lado, por (f3), existem K7, Ky > 0 tal que

F(t) > Kit’ — K. (4.3)

Usando (4.3) e (f3) em (4.2), temos

t@
Tt 4 507 ) (o) < Bt = S H /Q v Pdz + |0,

onde |Q)| representa a medida de Lebesgue de €. Portanto, desde que 6 > 2, para

R > 0 suficiente grande, concluimos

J (Rvt +sv7)(Rvt) <0, forall s<R.

Argumentando novamente da mesma maneira, encontramos
J (tvT + Rv7)(Rv™) <0, forall t <R.
Em particular,
J(rvt +sv7)(rvt) >0 e J(tv" +rv7)(rv”) >0, paratodo t,s € [r, R,
J'(Rvt +sv7)(Rvt) <0 e J'(tv" + Rv™)(Rv™) <0, paratodo t,s€ [r, R

Agora o Lema segue aplicando o Teorema de Miranda [21]. |
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Note que, por (f;) temos
f'(t)t > f(t), paratodo |t| >0, (4.4)
o qual implica

1
t— §f(t)t — F(t) é crescente, para todo || > 0. (4.5)

Agora, podemos definir uma fungao e seu vetor gradiente, os quais estao
relacionados com o funcional J e serao usados no lema de deformacao. De fato,

para cada v € H}(Q) com v* # 0, considere
h' : [0, +00) x [0, +00) — IR dado por h"(t,s) = J(tv" + sv™)

e seu vetor gradiente ® : [0, +-00) x [0, +00) — IR? definido por

Ot s) = (OY(t,s), Pb(t,s)) = (%}j(t,s), %’Z(t,@)

= (J'(tv" +sv )t J (vt +sv7)v7),

para todo (t,s) € [0,400) x [0,4+00). Além disso, considere the matriz hessiana

de h' ou. a matriz jaconbiana de ¢, i.e.

o0dY o0dY
S
oY t,S = )

oPY oPY
8t2 (t, 3) 332 (t> 5)

para todo (t,s) € [0,400) x [0,+00). De fato, no que segue, provaremos que se

w € M, a funcao h* tem um ponto critico e, em particular, um maximo global

m (t,s) = (1,1),
Lema 4.4 Se w € M, entao

(a)
h*(t,s) < h*(1,1) = J(w),
para todo t,s > 0 tal que (t,s) # (1,1).

(b)
det(") (1,1) > 0.
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Demonstragao. Desde que w € M, tencontramos
J' (w)w* = J'(w" +w)w* =0.

Assim, oh o5

Além disso, de (4.3) temos
1
RU(t,s) = Jtw" 4+ sw) < §Htw+ + sw™ |2
- K1/ ltwt + sw’dz + K|Q).
Q
Desde que 2 < 0 < 2*, entao

lim  h"Y(t,s) = —o0,
[(t,8)|—+o0

que implica (1, 1) é um ponto critico de A e h* tem um maximo global em (a, b).

Agora provaremos que a,b > 0. Suponha, por contradicao, que b = 0. Entao,

J'(aw™)aw™ = 0 implica
Jr
|| = / G (4.6)
Q a
Além disso, temos

w2 = [ flw*yutda. (4.7)

Entao, concluimos a = 1.

Desde que os suportes de w™ e w™ sado disjuntos, inferimos que
h*(1,0) = J(wh) < J(w) = h*(1,1),

o qual é um absurdo pois (1,0) é um ponto de méximo. Da mesma maneira

provamos que 0 < a.

Provaremos que a,b < 1. Sem perda de generalidade, podemos supor que
b < a. Assim,

ol = [ 40 w2 da (43



Sobre o método de Nehari 36

Por outro lado, J'(w™)w™ = 0 implica

= [ 2 w2 (4.9)

(w?)

Da ultima desigualdade e de (f4) concluimos que that 0 < b <a < 1.

Agora provaremos que h* nao tem méximo global em [0, 1] x [0, 1]\{(1,1)}.
Mostraremos que
R (a,b) < h*(1,1).

Note que [Jaw™t + bw™[|* = [Jaw™t|]* + [[bw~||* < |Jw™||* + ||w™||?, implica
1
he(a,b) = Jaw™ +bw”) < 5 [lur|? + o] —/ Flaw™ + bw)dz. (4.10)
Q

1
Por (fg) obtemos 5/ f(aw+ + bw_)(auﬁ’ + bw_)dx > 0.
Q

Assim, usando essa informagcao em (4.10) obtemos

1
h¥(a,b) = J(aw" +bw”) < §||w+||2 + w12

+ /Q[;f(auﬁ +bw ™) (awt +bw™) — Faw™t + bw™)|dz.

Desde que w' and w™ tem suportes disjuntos, encontramos

h¥(a,b) = J(aw" +bw™) < ;
+ /QBf(an“)(anr)

+ [ [0 ow) - Fow)] .

w1 + flw™ [

— F(awﬂ]d:p

Usando (4.5) obtemos
h(a,b) < J(w" +w™) = J(w) = h*(1,1)

e o item (a) é demonstrado.

Agora demonstraremos o item (b). Considere ®Y(t,s) = J'(tw* + sw™)w' e
PY(t,s) = J'(twt + sw™)w™. Assim,

@y () =t | = | ftwt et
Q
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e
5 (t,5) = sl |2~ [ flsw ) da.
Q
Note que
P (r5) = I = [ 7wy
Pt = I = [ )
implica
P00 = I~ [ )t
5 (L1) = llw ) (w x.
Da tultima igualdade
o0Pv
L1 1) = [ [t - ) w)?de
ot Q
De (4.4) obtemos
0Py
—(1,1) <O. 4.11
L) (411)
Argumentando da mesma maneira, concluimos que
0Py
—(1,1) < 0. 4.12
S (1,1) (112)
Desde que 855(1,1) = 0, ag)tg(l,l) = 0 e considerando (4.11) e (4.12) |
podemos inferir que det(®*)'(1,1) = a;};tllu(l,l)agg(l, 1) > 0 ¢ o item (b) estd
demosntrado. [ ]

4.2 Demonstracao do Teorema 4.1

Nesta secao, demonstraremos a existéncia de w € M o qual o infimo de J ié
atingido sobre M. Em seguida, os mesmos argumentos usados em [8] por Bartsch,
Weth e Willem (sveja também Alves e Souto em [1]) e, em particular, aplicando
um lema de deformacao, encontramos que w é um ponto critico de J e entao
uma solugao ground state nodal de (P). Para completar a prova do Teorema 4.1,

concluiremos que w tem exatamente dois dominios nodais.
Note que, pelo Lemma 4.1, existe ¢y € IR tal que

0<c¢= Uien/\f/[ J(v).
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Assim, existe uma sequéncia minimizante (w,) em M, o qual é limitada pelo
Lema 4.1 novamente. Portanto, pelo Teorema de imersao de sobolev, sem perda
de generalidade, podemos assumir, passando a uma subsequéncia se necessario,

que existe w, wy, wy € HL(Q) tal que

w, = w, wl —w, w, —wy em H&(Q),

w, = w, wi —wy, w, = ws em LIQ), g€ (1,2*%).

Desde que as fungoes w — wt e w — w™ sdo continuas de L1(Q2) em L9(1)
(veja Lema 2.3 em [9]), temos que wt = w; > 0 e w™ = wy < 0. Assim, podemos

demonstrar que w € M. De fato, por w} — w' e w,; — w~ em L?(§2) entdo

J/\(u%)iﬁdx-—>J/\ufﬂqu.
Q Q

Logo, pelo Lema 4.2, concluimos que w® # 0 e consequentemente w = w + w™

troca de sinal. Pelo Lema 4.3, existem ¢, s > 0 tais que

J (twt + sw™)wt =0,
J' (twt + sw™)w™ =0, (4.13)

implicando tw' + sw™ € M. Agora demonstraremos que t,s < 1. Primeiro

observe que, desde que f tem crescimento subcritico, encontramos

| fw)H ) de = | fw*tda

LHWJWM%AFWﬂM.

+

Assim, desde que J'(w,)w: = 0, combinando (4.13) e argumentando como na

prova do Lema 4.4 item (a), obtemos 0 < t,s < 1.

No préximo passo mostraemos que J(twt + sw™) = ¢y and t = s = 1 ou melhor
J(w) = cp. De fato, desde que t,s < 1 e w, — w quando n — +00, explorando
os argumentos usados na prova do Lemma 4.4 item (a) e da semicontinuidade

fraca de ambos J and K com K (u) = J'(u)u sobre H}(Q) descrito acima, temos

1
co < J(twt +swT) = J{tw' 4+ sw) — ZJ’(tw+ + sw”)(twt + sw™)
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1
< Jwt+w)— ZJ'(wJr +w ) (wh +w")

n—-+oo 4

= HEIEOO J(wy) = ¢o.

39

1
< liminf|J(w! +w,) — =J'(w} +w, ) (w' +w,)

Usando um lema de deformac@o quantitativo e argumentos usados em [8] com

ligeiras trocas técnicas, temos que w é ponto critico de J, i.e. J'(w) =0 .

Suponha, por contradi¢ao, que existe uma constante a > 0 e vy € Hj(Q),

|lvo|| = 1 tal que
J (w)vg = 2 > 0.

Por continuidade de J’, podemos escolher um raio r > 0 tal que
J' (v),v9 = a > 0, para todo v € B,(w) C H}(Q) com v* # 0.
Fixe D = (&,x) x (§,x) CIR com 0 < £ < 1 < x tal que
(i) (1,1) € D e ®“(t,s) = (0,0) in D se e somente se (t,s) = (1,1);
(i) co & h*(0D);

(iii) {twar +swy : (t,8) € E} C B.(w),

onde A" e P sao definidas como na Secdo 2 e satisfaz o Lema 4.4. Agora,

podemos escolher um menor raio v’ > 0 tal que

B = B.(w) C B.(w) and BN {twt + sw™ : (t,s) € 9D} = 0.
Agora defina uma aplicagao continua p : Hy(2) — [0, +00) tal que
p(u) := dist(u, B°), para toda u € H(Q),

e um campo vetorial limitado Lipschitz V : H}(Q) — H; () dado por

(4.14)

e, para todo u € H}(), denotando por n(7) = n(r,u) consideramos o seguinte

problema de Calchy

n'(t) =V (n(1)), for all 7 > 0,
1n(0) = u.



Sobre o método de Nehari 40

Agora observe que existe uma deformagao continua n(7,u) e 79 > 0 tal que

para todo 7 € [0, 79| as seguintes propriedades ocorrem:

(a) n(1,u) = u para todol u ¢ B;
(b) 7 — J(n(r,u)) é decrescente para todol n(,u) € B;

(¢) J(n(1,wo)) < J(w) — =27,

2

O item (a) segue imediatamente da definicdo de p. De fato, u ¢ B implica
p(u) = 0 e a unica solucao satisfazendo o problema de calchy acima é constante
com valor constante w.

Com relacdo ao item (b), primiero observe que, desde que 7n(7) € B C B,.(w),
J'(n(T))vg = a > 0 e, por defini¢aode p, temos p(n(7)) > 0. Agora, diferenciando

J com respeito a 7, para todo n(7) € B, temos

d

o= () = T (n(m)n'(7) = —p(n(7)) T (n(7))vo = —p(n(r))er < 0
assim concluindo que J(n(7,u)) é decrescente com respeito a 7.
Para provar o item (c), sendo 79 > 0 tal que n(7,u) € B para todo 0 < 7 < 79,
podemos assumir sem perda de generalidade que

/

In(T,w) —wl|| < % <= n(1,w) € By (w), para todo0 < 7 < 7.

r_
2

Assim, desde que p(n(7,w)) = dist(n(r,w), B¢) > %/ segue que

d o
—— (J(n(r,w)) = =p(n(r,w))a < —=
dr 2
e, integrando em [0, 79] obtemos
e’

J(n(T,wp)) — J(w) < -5 T

Neste ponto, considere o seguinte caminho deformado 7, : D — X defined by
Ty (t, 8) == n(7, tw™ + sw™), para todo (¢,s) € D
tal que

max J(7,,(t,s)) < co.
(t,s)eD
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De fato, por (b) e pelo fato que 7 satisfaz a condicao inical n(0,u) = u, para todo
(t,s) € D —{(1,1)} temos

J(@.,(t,s) = J(nlre, tw™ +sw™)) < J(n(0, tw™ + sw™))
= J(tw" +sw”) =h"(t,s) < co,

e, para (t,s) = (1,1), por (¢) obtemos

J(0,(1,1) = Jn(r, w* +w")) = J(n(ro,w))

/
< J(w) - %TO < J(w) < co.
Entéo, 7,, (D) "M # 0, i.e.
T, (t,s) ¢ M, para todo (t,s) € D. (4.15)

Por outro lado, definindo ¥, : D — IR? tal que

J' (7, (t, ) (5, (¢ 8))* J’(nm(t,s))(nm(t,s))—)
t ’ s ’

v, = (
observamos que, para todo (t,s) € D, por (4.14) e (a) para T = 79, concluimos
U (ts) = (J'(tw+ + sw)wt, J (twT + sw™), w‘) = (¢, s).

Entao, pelo grau topoldgico de Brouwer
deg(V,,, D, (0,0)) = deg(®", D, (0,0)) = sgn(det(®™)'(1,1)) =1,
o que implica que ¥, tem um zero (¢,5) € D a saber
W,y (7,5) = (0,0) <= J'(7, (,5)) (7, (£,5)% = 0.

Consequentemente, existe (¢,5) € D tal que 7, (£,5) € M o que contradiz (4.15).

Concluimos que w é um ponto critico de J.

Finalmente, provaremos que w tem exatamente dois domnios nodais, ou

equivalentemente, esta funcao troca de sinal exatamente uma vez.

Observamos que as hipéteses (f1) e (f2) asseguram que w é continuo e

Q= {r € Q:w) # 0} éaberto. Suponha, por contradicio, que Q tem
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mais que duas componentes ou w tem mais que dois dominios nodais e, desde

que w troca de sinal, sem perda de generalidade, podemos considerar que

w = wi + wy + ws, onde wy > 0, wy <0, w3 # 0,

supp(w;) Nsupp(w;) =0, para i # j,i,j =1,2,3.
Desde que os suportes sao disjuntos, combinado com J'(w) = 0 implica que
<J/(U)1 + 'LUQ),U)1> =0= <J/(U)1 + ’LU2),UJ2> .

Desde que 0 # w; = (w1 +wz) T e 0 # wy = (wy +wy) ™, por argumentos previos,
existem ¢, s € (0, 1] tal que t(w +ws) ™ +s(w; +we)™ € M, asaber tw; +sw, € M
e assim J(tw; + swq) > co.

Por outro lado, 0 # w3 € N, Lema 2.1 (i) e os argumentos usados na prova do

lema 4.4 implicam que
J(twy + swy) < J(wy + wa) < J(wy +wsa) + J(ws) = J(w) = ¢

o qual é uma contradicdo. Portanto, ws = 0. Assim, ta prova do Teorema 4.1 é

completa.



Capitulo 5

O resultado abstrato de
Figueiredo e Pimenta

Nesta Secao, o principal resultado é o seguinte:

Teorema 5.1 Seja E, F' espacos de Banach, E compactamente imerso em F' e
tal que, para toda sequeéncia limitada (u,) C E stal que u,, — u in F', ocorre que
ue E. Seja®,Iy: E— R I:F — IR funcionais tais que ® = Iy — I|g, onde
Iy i€ localmente Lipschitz continuo, I € C'(E) N C°(F), 1(0) = 0 e para todo

u € F, existe o sequinte limite

Vs € IR

I tu) — I
I (su)u :=lim ofsu+ tu) O(Su),
t—0 t

Suponha também que as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

i) Iy € semicontinuo inferiormente na topologia de F, i.e., se (u,) € uma
sequéncia limitada em E, e uw € E sao tais que, a menos de subsequéncia,

u, — u em F, tentao Iy(u) < lim inf Io(uy);

i1) Existem p,ag > 0, tais que ®(u) > ag > P(0), para todo u € E com
lull = p;

iii) Yu € E, ®(u) > ||lul| — I(u),

iv) t+— @' (tu)u € estritamente decrescente em (0, +00);

v) Para cada sequéncia limitada (v,) C E tal que v, — v # 0 in F, seque que

d(tv, )
lim M = —o00, uniformemente em n € IN.
t—o0 t

43
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Entao, o infimo de ® no conjunto
N = {ue E\{0}; Ij(u)u=TI"(u)u}
¢ atingido.

Finalmente, nosso tiltimo Teorena nesta Se¢ao assegura que pontos de minimo

de ® sobre o conjunto de Nehari NV, sao pontos criticos.

Teorema 5.2 Suponha que todas as condi¢oes do teorema 5.1 ocorrem, entao se

ug € N € tal que ®(ug) = mj\ifn ®, entao uy € ponto critico de ® em E.

5.1 Demonstracao dos resultados abstratos

5.1.1 Demonstracao do Teorema 5.1

Vamos comecar demonstrando que N # (). Para isso, vamos mostrar que para

cada w € E\{0}, texiste um tnico t,, > 0 tal que t,w € N.
Para cada w € E\{0} considere v, : IRy — R definido por

Yu(t) = O(tw).

Note que 7, é uma fungao regular tal que 7,(0) = ®(0) e v, (t) = I[j(tw)w —
I'(tw)w. Por ii), para ty = p/||w||, segue que v, (ty) > a9 > ®(0). Além disso,
por v), temos que

lim ~,,(t) = —oc.

t—o00

Entéo, existe um t,, > 0 tal que 7/, (t,) = 0 e consequentemente, t,w € N.

Para verificar a unicidade de tal ¢,,, note que, supondo que v,,(¢t) = 7.,(s) =0,
para t,s > 0, entdo segue que ®'(tw)w = ¥'(sw)w. Logo por iv) obtemos que

t=s.
Note que para todo u € N, temos que i)
_ P
O(u) = rlrflz%xq)(tu) > <”u”u> > o > P(0). (5.1)
entao existe (u,) C N tal que

lim ®(u,) =inf ® =: c.
N

n—oo
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Note que existe § > 0 tal que
|lul| >0 for all u € N. (5.2)

De fato, caso contrario existiria (w,) C N tal que w, — 0 in E, o que contradiz
(5.1).

Demonstraremos que toda sequéncia minimizante (u,) é limitada em FE.
un

ln ]
Desde que (v,) C E é limitada, a compacidade da imersao E — F implica que

Suponha, por contradigao, que ||u,|| — oo, quando n — oo e seja v, =

existe v € F tal que v, — v in F, a menos de subsequéncia. Entao segue que
I(v,) — I(v).
Se v = 0, entao por #i7), para todo ¢ > 0

ct+on(l) = D(u,) = D(vy|lunl)

max P (sv,)

s>0
> D(tv,)
> ¢ — I(tvy)
= t+o0,(1),

o qual é uma contradicao com o fato que ¢ € IR

Se v # 0, entao por v)

n n—co ”UnH n—00 ||Un|| n—00 ||un|| .

Entao temos uma contradicao.

Portanto, (u,) é limitada em E e existe u € F' tal que u,, — u em F', a menos

de subsequéncia. Entao, por hipdtese, segue que u € E.

Se u = 0, entao por (5.2), para todo t > 0,

ct+o,(1) = P(uy)

= max ®(su,)
s>0

> O(tuy,)

> g = I(tun)

> t6 — I(tuy,)

to + 0,(1),
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o qual é uma contradigao.

Portanto, u # 0 e seja t, > 0 tal que t,u € N. Entao, por 7)

c < D(tyu)
= Io(tyu) — I(t,u)
< li7£r_1>£r01f Io(tyu,) — nh_)nolo I(tyuy,)
= liminf O(t,uy,)
< liminf ®(u,) = ¢
n—oo
e entdo ®(t,u) =ce tyu € N, o qual prova o teorema. [ |

Agora apresentamos a demonstracao do segundo resultado.

5.2 Demonstracao do Teorema 5.2

Suponha por contradi¢do que 0 ¢ O0P(ug), entdo [(ug) > 0, onde B(ug) =
inf{||z||«; 2 € 0P(ug)}, desde que por [10][p. 105], tal infimo é atingido, onde
a norma dual e o subdiferencial de &y sao tomados com respeito a E. Desde
que u — [(u) ié semicontinuo inferiormente (novamente por [10][p. 105] por

exemplo), segue que existe k > 0 tal que

Bu) > 5 (50) >0, Vu€ By(u). (5.3)
Denotemos por J = [1 — g, 1+ /ﬂ C Rand defina g : J — E by

g(t) = tuyp.
Denotando por ¢ := ®(ug) = i%ffl), note que
O(g(t)) <ec, VE#1.
Além disso, observe que

oo (- 5) 0 (1+5))) =<

Usando a versao do Teorema da Deformacgao para funcionais localmente

Lipschit, sem a condi¢ao Palais-Smale (see [12][Lemma 2.3]), existe ¢ > 0 tal
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que

€ < € ::min{

c—co KB (u)
2 7 16 [’

e um homeomorfismo n : F — E tal que
i) n(z) = x para todo z € ®~([c — €9, c + €0]) N By (up);
it) 1N(Pete N Bija(up)) C Pe—e;
iii) ®(n(z)) < ®(x), for all z € E,

onde, para d € R, &4 = {u € E; ®(u) < d}.
Definamos agora h : J — E by h(t) = n(g(t)) duas fungoes , o, ¥y : J — R

por
\Ifo(t) = q),(tU())UO

e (1) = 1(1)’(h(t))h(t).
Desde que para t € {(1 — Z) , (1 + Z)}, D(g(t)) < ¢ < ¢ — €, entao

h(t) = n(g(t)) = g(t) = tuy for t € {(1 - Z) , (1 4 Z) } Portanto,

Uo(t) = Wy (), Vie {(1 _ Z) , (1 + Z)} . (5.4)

Vamos brevemente justificar que o grau de Brouwer d(¥y, J,0) é igual a —1.
De fato, a prova do Teorema 5.1, segue que Wo(t) = 7, () é continuo, estritamente
decrescente, ¥o(1—k/4) > 0> Vo(1+rx/4) et = 1 ¢ 0 tnico ponto em J onde Wy
anula. Desde que nao existe informagoes sobre a regularidade de Wy, para calcular
d(Wy, J,0), aproximaremos ¥, por alguma fungao C'(J,R) . Considerando uma
fungao estritamente decrescente U € C'(J, IR), tal que W(t — k/4) = Wy(t — r/4),
U(t+k/4) = Uy(t+r/4) e U(1) = 0, note que pela definigao de grau de Brouwer
e da invariéncia por homotopia, d(¥,,.J,0) = d(¥, J,0) = sgn(¥'(1)) = —1.

Desde que ¥y = Wy sobre 0J e d(¥g,J,0) = —1, pela teoria do grau,
d(¥y,J,0) = —1. Entao, existe ¢t € J tal que h(t) € N. Isto implica que

c < ®(h(t)) = ®(n(g(t))).
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Mas note que ®(g(t)) < ¢+ € e assim g(J) C By/2(uo). Entlao, por, by 1)

D(n(g(t))) <c—ce

o qual contradiz a ultima desigualdade. Entao o resultado segue. [ ]

5.3 Aplicacgoes
5.3.1 Preliminares

Primeiramente introduziremos as fungoes de variacao limitada BV (§2). Dizemos
que u € BV(Q) é uma fungao de variagao limitada se u € L'(2) e sua derivada

no sentido das distribuicoes Du é uma medida vetorial, i.e.,
BV(Q) = {u € L'(Q); Due M(Q,R")}.
E possivel provar que t u pertence a BV (Q)é equivalente a
/Q\Du] = sup{/ﬁudivqbdw; ¢ € CHOIRY), s.t. [¢le < 1} < +00.
O espago BV () ié um espago de Banach quando induzido com a norma

lullavis = [ Dl + [l

o qual estd imerso continuamente em L"(Q2) fpara todo r € [1, N/(N —1)] e imerso
compactamente para r € [1, N/(N — 1)) (see [7][Theorems 10.1.3, 10.1.4]).

Devido ao Teorema do trago [7][Theorem 10.2.1] e as imersoes continuas de
BV (Q) em L'(Q), segue que

lull = [ 1Dul+ [ JuldHy s,
Q o)

onde Hx_1 denota a usual medida de Hausdorf (N — 1)—dimensional em BV ((2)

uma norma equivalente, o qual usaremos em BV () daqui em diante.

Pode-se provar que [ : BV (2) — IR dado por

To(u) :/Q]Du\—i—/m lu|dHy— (5.5)

é um funcional convexo continuo e Lipschitz em BV (€2). De fato, note que pela

desigualdade de Poincaré no espago BV (Q2) (see [21] por examplo) e das imersoes
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continuas BV (Q2) < L'(09), segue que Iy ¢ uma norma em BV (2), equivalente

a norma usual.

Segue que BV () também é um reticulado (ver [2] por exemplo), i.e., se

u,v € BV(Q), entdo max{u, v}, min{u,v} € BV () e tanbém

In(max{u,v}) + Ip(min{u,v}) < Iy(u) + ly(v), Vu,v € BV(Q). (5.6)

Por uma medida vetorial de Radon p € M (£, IRY), denotamos por j = pu®+p°
a ususal decomposicao do Teorema de Radon Nikodym, onde p® and p® sao,
respectivamente, a part absolutamente continua e a parte singular com respeito a

medida N—dimensional de Lebesgue £~. Denotaremos por |u|, o valor absoluto

de u, a medida escalar de Radon definida como em [7][pg. 125]. Por d—( )

d|pl
denotamos a usal derivada de Lebesgue de p com respeito a |u|, dada por
d B,
A1) = Jimsup M)
d| ] r0 |pl(Br(2))

Para observar as propriedades de diferenciabilidade (ou a falta dela ) of Iy,
vamos relembrar o resultado de Anzellotti em [3][Theorem 2.4]. Por g : Qx RV —
IR, definimos

¢°(x,p) = lim ¢ (:p ZZ) t.

t—0+
Suponha que g é diferencidvel em p para todo z € Q, p € RY e ¢°x,p) é
diferenciavel para todo = € 2, p € IR¥\{0} e também existe M > 0 stal que

l95(2,p)] < M, |gy(x,p)| < M.

Entao J, : BV (2) — IR definido por

jg(u):/Qg(x,Du) ::/Qg(:z: (Du dx+/ ( Dl )) |Du|®

¢ diferenciavel no ponto u € BV(Q2) na direcdo v € BV (Q)) se, e somente se,

|Dv|® ] é absolutamente continua com respeito a |Dul®, e em tal caso temos

gyt = [t (D0 @)OoFs + [ g (5o ) D @D

Desde que
o(u) = Tyfw) + [ fuldbxs
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com g(z,p) = ¢°(x,p) = |p|, temos que, dado u € BV (Q), I)(u)v estd bem
definido para v € BV (Q2) tal que |Dv|® ié absolutamente continuo com respeito a

|Dul® e v(z) = 0, Hy_1— q.t.p sobre o conjunto {z € 99Q; u(xz) = 0} e temos que

, Du)*(Dv)* Du Dv s
I (u)o = /Q de—k 1Dl [ (DO + /8 sen(u)vdHy-1.
(5.7)
Considere o problema
—Aju = f(u) in Q,
{ u =0 on 0, (5-8)

onde Q ¢ RY é um dominio suave com N > 2.

Agora vamos dar sentido ao conceito de solucao que estamos considerando

nesse trabalho.

Considerando (5.8) e o funcional energia associado ® : BV (2) — IR dado por

onde

I(u) = /QF(u)da:. (5.9)

Se I € CYBV()) e Iy é Lipschitz continuo, dizemos que ug € BV () é
solugao de (5.8) se 0 € 0P (uyp), onde IP(uy) denota o gradiente generalizado de
® in ug, como definido em [10]. Segue que isto é equivalente a I'(ug) € 0Iy(ug) e

desde que I é convexo, isto é escrito como
In(v) — In(ug) > I'(ug)(v — ug), Vv € BV(Q). (5.10)

Portanto, para todo uy € BV (Q) tal que (5.10) ocorre, dizemos que uy €
BV () é uma solut¢ao de variagao limitada de (5.8).

Na segunda aplicacao, vamos considerar o problema envolvendo o operador
1—biharmoénico dado por

Ay = f(u) in Q,

u = ﬂ =0 on 01, (5-11)
| Aul

onde Q ¢ RY é um dominio regular com N > 2. Considere agora o espaco
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BLy() = {u e Wh(Q) - /Q Au| < +oo},

COo1m a norma

lullo = fuls + [Vuly + [ |Aul.

Da desigualdade de Poincaré em BV (Q2) (see [21][Proposition 2]) e o resultado em
[6, Theorem 1.2 and Proposition 2.1] de H. Brézis e A. Ponce, podemos definir

uma norma em BLy(2) dado por
|lul| = / |Au| para todo u € BLy(f), (5.12)
Q

0 qual é equivalente a || - [jo. De fato, se u € BLy(Q), desde que u € Wy (),

entdo [, |Du| = [ |Vu|dz. Assim, segue que

lulle < (C+1)Vul+ [ |Au

Note que o espago BLy(2) tem todas as propriedades que BV (Q2) tem. Por
exemplo, pode-se provar que (ver [24]) que BLy(£2) é um espaco de Banach o
qual estd imerso continuamente em L"({2) para todo r € [1, N/(N — 1)] (esta
imersao sendo compacta para r € [1, N/(N —1))). A norma || - || dada em (5.12)

¢ semicontinua inferiormente na topologia de L"(2) para r € [1, N/(N — 1)].

Em analogia com a primeira aplicacao, o funcional energia associado de (5.11)
¢ dado por

O(u) = Io(u) — I(u),
onde
To(u) :/ | A (5.13)
Q
e I é dado por (5.9). Como na primeira aplicagao, ® é escrito como diferenga entre

um funcional localmente Lipschitz e um funcional C'(BLy(2)), de tal maneira

tal que (5.11) esta sendo considerado como uma fungao ug € BL(£2) tal que

]0(1)) — I[)(U()) > ]/(U0)<U — Uo), Yo € BL[)(Q) (514)
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5.3.2 Um problema envolvendo o operador 1—Lapalciano

Considere o problema de encontrar pontos criticos do funcional ® : BV (Q2) — R

dado por
D(u) = /Q | Dul| +/asz |uldH -1 —/QF(u)dx,

t
onde Q@ C RY é um domfnio regular com N > 2, F(t) := / f(s)ds e f satisfaz
0

as seguintes hipdteses:

(f1) f € COR);
(f2) £(0) =0;

(f3) existem constantes c¢;,cy > 0 e p € (1,1%) tais que

[f(s)l Sctefsh seR

(fs) f é crescente para s € IR

Note que pontos criticos de  sao solugoes do problema

—Aju = f(u) in Q,
{ u =0 on 01, (5.15)

onde Aju = div (%)

Considere os funcionais Iy, I : BV(Q) — IR dado por (5.5) e (5.9),
respectivamente e defina ® : BV (Q2) — IR por

O (u) = Ip(u) — I(u).

Claramente o operador A; é altamente singular e algumas palavras acerca

dessa imprecisa maneira de definir sao necessarias. O primeiro passo é estender
os funcionais Iy, I e ® para L' (), definindo Iy, I,® : L' (Q) — IR, onde

To(u) = { Io(u), seu e BV(Q),
o(u) = +o00, seu € L' (Q)\BV(Q),
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I(u) = / F(u)dz

Q
e ® = Iy — I. Nio é dificil ver que I pertence a C*(L'"(Q)) e que Iy é convexo
e semicontinuo inferiormente em L' (). Portanto, o subdiferencial de I, est4
bem definido. O seguinte resultado é crucial para obter uma equacao de Euler-

Lagrange tal que as solucoes sao pontos criticos de ®.
Lema 5.1 Seu € BV (Q) € tal que 0 € 9®(u), entao 0 € 0P (u).

Demonstragao. Suponha que u € BV (2) é tal que 0 € 0®(u). Entdo u satisfaz

(5.10). Vamos verificar que

L(v) — T(u) > T (u)(v—u), Yoe L' (Q).
Para v € L' (Q), note que:
e sev € BV(Q)NLY(Q), entao

Io(U) — ]O(U)

AV
~ 5
N
< S
—~
< |
&
—~
£ =
~

o
N\
g KH N~— S~—
S
S
£ |
R
QU
&

Iy(v) — Ip(u)

I
+
g

Portanto o resultado segue. [ ]

Suponha que u € BV () é uma solugdo de variagao limitada (5.15). Desde
que 0 € dP(u), do tltimo resultado segue que 0 € 9P (u). Desde que Iy é convexo
e T 6 regular, segue que I (u) € 0o(u). De [16][Proposicio 4.23, pg. 529], segue
que existe z € L(Q, RY) tal que |z]o <1,

—divz = f(u) in LM(Q) (5.16)
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—/ udivzdx:/ | D, (5.17)
Q Q

onde a divergéncia em (5.16) tem que ser entendida no sentido distribucional.

Portanto, segue que (5.16) e (5.17) tal que u satisfiaz

3z € L®(Q,RY), |2l < 1, divz € LY(Q),

—/ udivzdx:/ | Dul, (5.18)
Q Q

—divz = f(u), a.e. in Q.

Portanto, (5.18) é a versao precisa de (5.15).

Note que Iy é contino Lipschitz em BV (Q) e I € C'(BV(Q)). Portanto,
BV (£2) estd imerso compactamente em LP(S2), p como em (f3), 1(0) = 0, para
todo u € BV (Q2) e s € IR, por (5.7) temos que

Iy(su + tu) — Iy(su)

L(su)u = lir% ;
_ [ (D(sw))*(Du)” D(su) , . Du .
=, [(D(su))7] d“/QDfm@Du@D“ + [ sen(suudiy-,
= /Q|(Du)“|dx+/9|(Du)5|+ " luldH 1

e entao Ifj(u)u = Iy(u), para todo u € BV (Q).

Definimos o conjunto de Nehari por

N = {ue BVI\{0}; Ij(w)u = I'(u)u}
= {u € BV(2)\{0}; /Q|Du| + /m luldH -1 = /Q f(u)udx}

O seguinte resultado garante que todas os pontos criticos nao triviais de ®

pertencem a N
Lema 5.2 Se ug € BV(Q), ug #0 e 0 € 90P(up), entao u € N.

Demonstracao. Se 0 € 0P (uy), entao

To(v) — Io(ug) > /Q Fluo) (v — ug)dz, Yo € BV(Q).
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Para t > 0, considerando v = ug + tuy na ultima expressao e calculando o limite

quando t — 0" temos

[O(UO + tUO) — IO(UQ

t—0t t

) > / f (ug)updz.
Q
Fazendo o mesmo para t < 0 temos

Io(UO + tUO) — [Q(UO
t—0- t

)S/Qf(uo)uodx.

Portanto, ug € N. m
Vamos mostrar que ¢ todas as condigoes do Teorema 5.1.
E bem conhecido que I satisfaz i) do Teorema 5.1.

Por ii), primeiro de tudo note que (f3) e (f3) implicam que para todo € > 0,

existe C, tal que
|F'(s)| < e€|s| + Cc|s|’, paratodose R (5.19)
Entao, a imersao de BV (Q2) e (5.19) implicam que

O(u) = (1=Cellul| = CCull”
= |lull(1 — e = CClulP~")
= p(l—e—COpP™) =09 >0=®(0),

onde ||u|| = p e €, p s@o positivas e suficientes pequenas, e a constante C' > 0 é

grande mais que a melhor constante tde imersao de BV (Q2) em L'(Q) e LP(Q).
Da definigao de ® segue #ii), desde que neste caso temos a igualdade satisfeita.

Para verificar iv), note que

t— I'(tu)u = /Qf(tu)ud:c

é crescente em (0, +00) by (f5). Considerando que, por (5.7), t — Ij(tu)u = Iy(u)

¢ constante, segue que t — ®'(tu)u é uma funcdo decrescente em (0, +00).

Finalmente, para verificar v), seja (v,) C BV(Q) e v € LP(Q)\{0} tal que
v, — v em LP(§2). Desde que ®(u) = ||ul| — [ F(u)dx, it is enough to prove that

F(tv
lim (tn) = 400 uniformemente em n € IN.
t—oo JO
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Seja I' = {z € Q; v(x) # 0} e note que |I'| > 0. Entao pelo Lema de Fatou, segue
que, para todo t > 0,

/ F(;U)dx < lim inf F(ivn)dx.
r

n—oo Q

Entéao, por (f4) temos que

t .

F
lim inf lim inf M d
t—o0 t

dr > liminf
n—oo (9] t—o0

T

Mas isto significa que para todo M > 0, existe tg > 0 e ng € INtal que

F(tv,
/ (tv )deM, para todo t >ty e n > ny,
Q

0 que prova v).
Agora, desde que todas as condigoes do teorema 7?7 sao satisfeita, segue a

existéncia de uy € N tal que
D(up) = Ulg{/q)(v)

Além disso, pelo Teorema 5.1, segue que ug ié um ponto critico de ® e entao,

uma solucao ground state e de variacao limitada de (5.15).

5.3.3 Um problema envolvendo o operador 1-biharmonico

Nesta Secao estudaremos o problema

0 on 09,

onde Q C IRV é um dominio regular, N > 2 e f : R— IR é assumido satisfazer as

hipéteses (f1) - (f5), como na primeira aplicacao.

Vamos considerar Iy, I : BLo(€2) — IRdado por (5.13) e (5.9), respectivamente
e definamos @ : BLy(2) — R por

O (u) = Ip(u) — I(u).

Note que Iy é continuo Lipschitz em BLy(Q) e I € C*(BLy(Q)). Além disso,
BLy(£2) é compactamente imerso em L"(Q2) parar € [1, N/(N—1)) and 1(0) = 0.
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Note que para todo 1 u € BLy(f2), de uma maneira similar como em (5.7), é

possivel demonstrar que

I (o = /Q Wdﬁ [ @Z@)@Z(@Kmns. (5.20)

Definimos agora o conjunto de Nehari por
N = {u € BLo()\{0}; I} (v)u = [’(u)u}
— {weBLo@\O}: [ 180 = [ flujudz}

No proximo resultado afirmamos que pontos criticos nao triviais de ¢

pertencem a N. A prova é totalmente andloga ao Lema 5.2.
Lema 5.3 Se ug € BLo(Q2), ug # 0 € 0 € 0P (ug), entao u € N.

Como no caso da Secao 5.3.2, se provarmos que o infimo de ® in N é atingido e
¢ um ponto critico, entao teremos um ponto critico de energia minima ou aimnda

uma solugao ground state bounded de variagao limitada de (5.11).

Uma vez mais vamos verificar todas as condigoes do Teorema 5.1 sao
satisfeitas. Como na primeira aplicagao, é bem conhecido (see [24]) que I, satisfiaz

i) no Teorema 5.1.

Para ii), iii), iv) e v), todos os cdlculos sdo absolutamente os mesmos da

Secao 5.3.2 e sera omitido.

Agora, desde todas as condigoes do Teorema 5.1 sao satisfeitos, segue que
existe ug € N tal que
) = inf ®(v).
(uo) = inf (v)
Além disso, do Teorema 5.2, segue que ug € ponto critico de ® e entdao , uma

ground state de variagao limitada de (5.11).

Novamente, como na primeira aplicagao, usando os mesmos argumentos, é
possivel demonstrar quena solugao ground state ug € BLy(2) de (5.11) de fato
satisfaz o seguinte problema , o qual é a precisa versao de (5.11),

F2e W (Q)NLX(Q), |2]e <1, Az e LN(Q),
/ ulAzdr = / |Aul,

Q Q

Az = f(u), ae. in Q.
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Note que a condicao de fronteira = 0 sobre 02 pode ser vista com z,

Au
| Aul
desde que z € Wol 1(Q) implica que z = 0 sobre 02 ino sentido do traco..
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