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Um modelo SIR com retardo:

S = =BS5St —w) —pS(t) +p,
I" = pBS(t)I(t —w)— ul(t)—ri(t),
R = r/(t)_uR(t)7

@ w > 0 é o tempo de incubacio,
@ 1 > 0 é a taxa de mortalidade e nascimento,
@ r > 0 é a taxa didria de recuperacgdo,

@ 3 > 0 média de contatos por infectados por dia.
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O modelo SIR com impulsos:

S(t) = —BS(E)I(t—w) - uS() +
/(t) = BS(t)I(t —w) — pl(t) = rl(t), ¢t#nT, n€N,
"(t) = rl(t) — uR(2),

S(t—i—) = (1-10)S(¢),

I(t+) = (), t=nt, n€N,

R(t+) = R(t)+4d5(t),

—~
~+

@ ) (0 <§ < 1) éa proporgio de vacinados entre susceptiveis,

o 7 > 0 é o periodo de vacinacg3o.
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Um PVI impulsivo:

Seja r > 0 e considere

y(t) =f(yet), t # ti
Ay (t) = k(v (t)), k=1,2,...
Yo = ¢,

onde

e 0<tH<th <...<tpy<...com tx — 0o0;
o f(p,t) €R" onde p:[—r,0] > R" et > t;
o I, :R" -R" k=1,2...;

o Ay (tk) =y (txt+) —y(tk), k=1,2,....
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Nosso “ambiente” de trabalho:

Consideraremos EDFRs impulsivas, onde

@ as fungdes do lado direito sdo Lebesgue ou Perron integraveis;
@ os operadores de impulsos s3o lypschitzianos;

@ as condigdes iniciais sdo fun¢des regradas.
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O método da média é usado para o estudo de

@ sistemas n3o auténomos com oscilacdes,
através da andlise de

@ sistemas autdnomos (= invariantes no tempo)

obtidos fazendo-se uma “média” do sistema original.
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Seja € > 0. Considere a EDO
x=¢ef(t,x), e>0.
Fazendo t — £ e y(t) = x(t/e), obtemos

=15 (D =7 (L) 1)

€

Dai, para ¢ — 0, a equagdo média de (1) é a EDO auténoma

]
J=h(y).  h()=tm = [ f(sy)ds.

T—oo 0
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Consideremos a EDFR particular
x =cf(t,x(t—r)), r,e>0.

Fazendo t — £ e y(t) = x(t/e), obtemos

x(é—r) :x<t_6“> — y(t—er).

Logo
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Um exemplo
Equacdo original:

x(t) = e(—4cos®(t)x(t — r) + x(t))
x(t)=1, te[-r,0].

T

Be) = Jim 3 [ (caeostse(—n) + o(0))ds
- Tlinm% [— (2T+ (sin2t)0T) o(—r) + go(o)T}

= —2p(—r)+¢(0), ¢:[-r,0] = R"

Equacdo média:

z(t) =¢e(—2z(t — r)+ z(t)), x(t)=1, te[-r0].
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Simulagdo parar=5ee=0,1.
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No caso geral para EDFRs, consideraremos

Equacdo original | Equacdo média

x =ef(t,x¢) z = efy(z¢)

y=f (£>Yt> w = fo(wy)

onde
-

1
im - f(s,p)ds.

I
T—oo 0

fo() =
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A evolucao do método da média

e N. N. Krylov, N. N. Bogolyubov, A. Mitropolskii (1961)

aproximaram a EDO

x =eX(t,x)
x(0) = xo,

pela EDO auténoma média

y=¢eXo(y)
Y(O) = X0,
onde
1 T
Xo(x) = lim = X(t,x)dt.
T—oo 0
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o V. I|. Foduck, A. Halanay, J. K. Hale, G. N. Medvedev, V. M.
Volosov (1966) aproximaram EDFRs por EDOs auténomas;
e V. Strygin, B. Lehman, S. P. Weibel (1999) aproximaram a
EDFR
x =ef (t,xt)
X0 = ¢,

pela EDFR auténoma média

y =c¢fo(yt)
Yo = ¢,
onde
1 T
fo(p) = lim = f(s,p)ds.
T—oo 0
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e D. D. Bainov, S. D. Milusheva (1983) aproximaram a EDF

neutra impulsiva

x =eX (t,x(t), x(A(t, x(t))), x(A(t, x(¢))))) , t > 0, t # 7i(x),
x(t) = ¢(t,€), x(t) =¢(t,€), te[-r,0]
xit=x"+eli(x7), i=1,2,...,

pela EDO auténoma média

y=¢e[Xo(y)+lo(y)]

y (0) = xo,
onde
1 t+T
Xo(x) = Tllm 7 X(s,x,x,0)d
—00
lo(x) = lim — > hx)
e t<ti<t+T
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@ Nés (2011) aproximamos a EDFRI(f)

x =¢f (t,xt), tF# tg
Ax(ti) = x(ti+) — x(t) = h(x(te)), k=0,1,2,...
X0 = ¢7

pela EDFR auténoma média
y=celfo(ye) + lo(y)]
Yo = d)a

onde

fo(p) = I|m / (s,0)ds, Io(x) = I|m Z li(x

Marcia Federson Equacoes Diferenciais Ordinarias Generalizadas



e J. Hale, S. M. Verduyn Lunel (1990) e M. Lakrib, T. Sari
(2004) aproximaram a EDFR

x=f <£7Xt> )
€
X0 = ¢7
pela EDFR auténoma média
y = fo(ye)
Yo =9,

onde
T

f(e) = lim = [ f(s,)ds.

Tooo T 0
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@ Em 2011, provamos um método da média para o problema
t
x=f <7axt> )
€
X0 = ¢7

onde

e f(t,) ndo precisa ser periddica em t,

e f(t,¢) ndo precisa ser continua em .
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Um PVI para EDFRIs:

Sejamr,o0 >0e0<tg<ty <...<te<...com ty— oo.

Considere a EDFRI(f)

y(£) =f(yet), t # ti
A)/(tk)zlk(y(tk))ﬂk:1ﬂ2ﬂ"'

.y0:¢a

f(o,t): G ([-r,0,R") X [to, to + 0] — R";
o Ay (ty) =y (txt+) —y(tk), k=1,2,...;
e p€ G ([-r,0], R").
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A EDFRI(f) pode ser reescrita como

y(8) = y(to) + / F(yens ds+2/k (8)) Hey (1)

t0:¢7

onde, para T € [to, tp + 0],

@ Usaremos integracdo de Lebesgue.
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Hipdteses sobre f
o t+ f(y:,t) pertence a L1,V y € G~ ([~r,0),R");

IMell C>0tqV x,y € G ([-r,00),R"), ¥ uy,up >0,

/f(xs, )ds| < / M(s
up

[ 1 s~ Gl ds

1

e (Car)

o (Lip)

up
<c/\m—mu$
uy
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Hipdéteses sobre os operadores de impulsos
dB,K>0tqvVk=12,... eVx,y e R",

° (B) |k(x)| <B;

o (K) [h(x) = l(y)l < Klx = yl.
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Método da média para EDFRs

Teorema

Assuma (Lip) e considere as equagdes
. t
° x:f<f,xt), X0 = ¢,
€
oy:fb(yt)v YO:¢
com solugdes x° e y resp. e

T
e 3 lim 1/ f(s,)ds = fo(p), € G ([-r,0,R").
0

T—oo

Entdo V i, L > 0,39 >01tq Ve € (0,¢0),

sup [x*(t) — y(t)] < p.
te[0,L]

Marcia Federson Equacoes Diferenciais Ordinarias Generalizadas



Método da média para EDFRIs

Teorema
Assuma (Car), (Lip), (B) e (K) e considere

@ limsup Z 1<d,Va>0;

T=+oo a<lti<a+T

H 1 n.
oEITIinoo— E li(x) =b(x), Ya >0,V xeR"
0<ti<T
a+T

oIimsup— s)ds <c, Va>0;
T—oo

T—o0

e 3 lim 7 f(s p)ds = fo(p), ¥V ¢ € G=([-r,0],R").
0

Marcia Federson Equacoes Diferenciais Ordindrias Generalizadas



Teorema - continuacao

Considere os PVIs

x =ef (x¢, ), t# ¢
AX(Z‘,‘) = E/,'(X(l’,')), | = 1,2, e (2)
X0 = (Z)v

y =elfolye) + lo(y)]
Yo = ¢.
Entdo V pu, L >0, 3o >01tq Ve € (0,20),

L

16)e = 0l < te [o.5]

onde x° é solugdo de (2) e y© é solugdo de (3).

Marcia Federson Equacoes Diferenciais Ordindrias Generalizadas



Teoremas de Lyapunov inversos
para EDFRs
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Considere a EDFR(f)

y(t)=f(yt),

Yo = ¢7

e p € G ([-r,0],R"), r >0,
o f(¢,t):QC G ([~r,0],R") x [to, +00) — R™.

A forma integral da EDFR(f) é dada por

VO =)+ [ Flms)ds el 400)

to

Yto = ¢7

onde consideraremos a integral de Lebesgue.
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Novamente, assuma que

o F(6,1): G~ ([~r, 0L R") x [to, +00) = R";

o t+ f(y,t) pertence a Ly([to, +00),R")

(Car) 3 M e Li([to, +o0),R) t.q. V x € Gy, V vy, u2 € [ty, +0),

u
/ f(xs,s)ds
uy

(Lip) 3 L € Li([to, +0),R) s.t. for x,y € Gy, u1, Uz € [to, +0),

up
< / M(s)ds;
uy

|1 s = sl

1

up
< [T U9 I - el .

1
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Considere f(0,t) =0, Vt € R, i.e. y =0 é solugdo da EDFR(f).

Definicao

A solugdo y = 0 da EDFR(f) serd estdvel, se Ve > 0, 36 =
d(e, to) >0tqg.,sep e G ([-r,0,R") ey : [y,v] = R", com
[v,v] C [to — r,+o0) e [y,v] 2 to, for solugdo da EDFR(f) com

.)7t0 = (Zs €
lell <o,

entao

[ve(to, ®)I| <&, t€ [to,v].
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A préxima definicdo é devida a A. Halanay (1966).

|

Definicao

A solugdo y = 0 da EDFR(f) serd integralmente estdvel, se Y
e>036=0(c) >0tq.,sep e G ([-r,0,R"), ¢ <de
p € Li([to, t1],R") com ftl |p(s)|ds < ¢, entdo

|y(tv t07¢)| <g, te [t07t1]7
onde y(t; ty, ¢) é solugdo da EDFR(f) perturbada

y(t)=f(ye, t) +p(t), te€lt,t],

Ytg = ¢
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Um novo conceito de estabilidade para EDFRs

Definicao

A solucdo y = 0 da EDFR(f) serd variacionalmente estavel, se V
e>0, 35=09() >0tqg.,sepe G ([-r,0,R"), |lo|| < e
P € BV~ ([to, 1], R") com varl P < §, entdo

ly(t; to, @)l <&, t € [to, ta],

onde y(t; ty, ¢) € solugdo de

y(O)=v(to) + [ Flms)ds + ()~ Pt t€ ot

to

yto = ¢
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Note que, quando p € L;i([to, t1],R") e

entdo P € ACN BV em [ty, t1] e

t1 t1
vargpz/ |P’(s)\ds:/ 1p(s)|ds.

to to
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Dados P € BV~ ([tp, +00),R"), y € Gy e t € [tp, +00), defina
0, p—r<v<t
Fly,t)(9) =9 [ f(yss)ds, tg <0 <t<+oo;

Jo fys,s)ds, o <t<9< oo

07 tO_rSﬁStO
P(t)(0) = P(v")—Pt :ffp(s)ds, ty <0 <t < +o0;
P(t) — = [ p(s)ds, to <t << oo,

Entdo G dada por

G(y,t)=F(y,t)+P(t)

ét.q. G: Gy X [tg,+00) = G ([to — r, +0),R"), onde Gy é certo
subespaco de G~ ([tg — r, +00), R").
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Um conceito de estabilidade para EDOGS
Sejam Q = B, x [tg — r,0), Be={y € X;|lyll <c}, r,c>0.
Seja F:Q— Xtq. FeF(Q,h)e
e F(0,t) — F(0,s) =0, t,s€[t—r,+00).
Entdo
° /V DF(0,t) = F(0,v) — F(0,7) =0, v,v € [ty — r, +00).
v
Logo

d
@ x =0 é solugdo de d—X = DF(x,t) em [tg — r, +00).
T
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Observacao
Como x € BV quando F € F(£, h), é natural medir a distancia

entre duas solucoes pela norma da variacao.
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Definicao
d
A solugdo x = 0 de d—X = DF(x, t) serd variacionalmente estavel,
T
seVe>0 36=09(e)>0tqg., sex:[y,v] — B for BV em

[v,v] C [to — r,00) com

K <6 e var (X(s) _ /7 ) DF(X(T),t)) <5,

entao

Ix(8)l <&, telyv].
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d
Além de d—x = DF(x, t), considere a EDOG perturbada
T

dx

i DG(x,t) = D[F(x,t) + P(t)]

onde P € BV~ ([ty — r,0), X).

o Para G(x,t) = F(x,t) + P(t), temos G € F(£, h5) com
hs(t) = h(t) + var} P.
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Definicao
d
A solucdo x = 0 de d—x = DF(x, t) serd estdvel por perturbagées,
T

seVe>0,36=0(c) >0t.q., se
x|l <8 e varfP <4,
onde P € BV—([y, v], X), entdo

Ix(t,7, %)l <&, te[yv]

onde x(t,~,x0) é solu¢do da EDOG perturbada

dx —
4= D[F(x,t) + P(t)],

com X(7177X0) =Xp € [’77 V] C [tO - +OO)
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Proposicao

5 dx , . p
A solugdo x = 0 de e DF(x, t) sera variacionalmente estdvel
T

sse for estavel por perturbacdes.

Proposicao

| \

A solugdo y = 0 da EDFR(f) serd variacionalmente estdvel sse a

5 dx . .
solugdo x = 0 de — = DF(x, t) for variacionalmente estavel.

| Q
\]
A\

Proposicao

A solu¢do y = 0 da EDFR(f) serd variacionalmente estavel sse a

d
solugdo x =0 de d—x = DF(x, t) for estdvel por perturba¢des.
T

A
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Teorema
. dx . [
Se a solugdo x = 0 de el DF(x, t) for variacionalmente estavel,
T

entioVO<a<c, IV:[th,+o0)xBs =R, B;={y e X;|ly|] <
at, t.q. Vx e B, V(,x)serd BV _e

(i) V(t,0)=0, t € [to, +00);

(i) V(t,2) = V(t,y)| < llz =yl t € [to, +0), z,y € Ba.

(i) 3 b: [0, +00) — R de classe Hahn t.q.
V(t,x(t)) = b([[x(8)l)), (2, x(2)) € [to, +00) x Bs;

d
(iv) V solugdo x de d—x = DF(x,t), vale
T

: i g V(£ 1 x(2 4 m) = V(£ x(2)
V(t,x(t)) = fim sup ;

<O0.
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Teorema

Se a solugdo y = 0 da EDFR(f) for variacionalmente estével, entdo
VO<a<c3dU:[to—r,+0)x E, - R, E;, = {y €
G~ ([-r,0,R"); ||| < a}, t.a. V x € E;, U(,9) serd BV, _ e

(i) U(t,0) =0, t € [tg—r,+0);

(ii) [U(t,9) = U(t,9) < lY — 9l t € [to — r, +00), ¥, ¥ € Ea.
(iii) 3 b: [0, +00) — R de classe Hahn t.q.

U(t,ye) = b(|lyell),  (t,y¢) € [to = r, +00) x Es;

(iv) V solugdo y da EDFR(f), vale

U(t, y:) = lim sup U(t 41, yt1q) — V(t, )

n—04 n

<0.
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Sistemas semidinamicos locais
para EDOGs
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O problema

Uma aplicacdo de dindmica topolégica para EDOs ndo auténomas
x = f(x,t),
é considerar pontos limites (quando |s| — +o0) das transladadas
fs(x,t) = f(x,t+s).
Entretanto...

@ a equacido limite de uma EDO pode n3o ser uma EDO.
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Relembrando...

Sejam Q2 = O x [o, 8], O C X aberto e [a, ] C [a, +00).

Definicaon
Seja h : [a,4+00) — R ndo decrescente. Entdo G : Q — X per-

tencerd a classe F(Q, h), se V (x, s2), (x,s1), (v, 2), (v,s1) € Q,

1G(x,52) = G(x,s1)l| < [h(s2) — h(s1)]

1G(x, 52) = G(x,51) = G(y, 2) + G(y, s1)|| < [Ix—yll[h(s2) —h(s1)]- |

e G € F(Q, h) é continua em cada variavel.
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F(2, h) como espaco métrico

Sejam X =R", Q= O x [0,4+00) e O C R" aberto. Seja {Kn}n>1
sequéncia de compactos de Q t.q. K, C int(Knt1), Q = U5 K.

Para ne N, n > 1, sejam

° |G1 — Gy|p = sup{|Gi(x, t) — Ga(x, t)| : (x,t) € Kp}

|G1 — Galn
° (01, G2) = e —

Entao

p(Gr, G2) = 22 pn(G1, G2)

define uma métrica em F(Q, h).
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A compacidade de F(, h)

Seja h: [0,4+00) — R ndo decrescente e continua. Entdo F(Q, h)

serd equicontinua em compactos de Q = O %[0, +o0), onde O C R”

€ aberto.

Teorema

Seja h: [0,400) — R ndo decrescente e continua. Entdo F(£, h)

serd compacto.
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Um sistema semidinamico local

Sejam O C R" aberto e Q = O x [0, 4+00). Dado

(v,G) € O x F(Q,h), seja I,y = [0, b) CR, b€ Ry e defina
o S={(t,v,G) e Ry x O X F(Q,h): telyq)}

Definicao
m:S — O x F(Q, h) serd um sistema semidindmico local, se

o 7(0,v,G)=(v,G),V (v,G) € O x F(Q,h);

|

oV (v,G) € Ox F(Qh), setelyc)esE l,vc) entdo
t+se /(v,G) e

(s, m(t,v,G)) =7n(t+s,v,G),
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Além disso,

Definicdo - continuacio
e Dado (v, G) € O x F(Q, h), n(t, v, G) é continua em

t e /(v,G);
° lv,6) = [0, b(v,G)) € maximal, i.e., ou I, gy = Ry, ou, se

b(v,G) # +00, entdo a drbita positiva
{n(t,v,G): t €0, b))} C O x F(K,h)

ndo pode “escapar” de [0, b, ) + ), ¢ > 0;

e Se (v, Gk) kopo (v, G), entdo I, gy C liminf I, g,), onde
(v,G),(vk, Gk) € O x F(2,h), k=1,2,....
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As transladadas de G € F(Q, h)

Dados G € F(2, h) e t > 0, defina a transladada G; de G por
Gi(x, s) = G(x, t+s)— G(x, t), (x,s)€.
Entdo

e Gy = G (normalizagdo de G);
® Giir = (Gt); V t, 7 > 0 (propriedade de semigrupo);

@ a aplicagdo (t, G) — G; é continua.
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Um subconjunto de F(, h)

Vamos definir um subconjunto de F(, h) que contém as

transladadas G; de todos os seus elementos G.

Definicao

Seja h: [0, +00) — R ndo decrescente e continua. Entdo G : Q —

X pertencerd a classe F*(£2, h), se G € F(, h) e

|h(t1 +s) — h(t2 + s)| < |h(t1) — h(t2)|, t1,t2,s € [0, +00).

e F*(Q, h) é compacto;
o GeF¥Q, h)= G € F*(Q, h),Vt>0.
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Existéncia de um sistema semidinamico local F(, h)

Teorema
Suponha que Vu € O eV G € F*(Q, h), x(t, u, G) seja solugdo
maximal de

dx

o= DG(x, t), x(0) = u.

Seja [0, w(u, G)), w(u, G) > 0, o intervalo maximo de definigdo

de x(-,u, G). Definam:S — O x F*(Q, h) por
m(t, u, G) = (x(t, u, G), Gy),

onde S = {(t,u,G) € Ry x O x F*(Q,h): t € [ )} Entdon

serd um sistema semidindmico local em O x F*(£2, h).
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Obrigada pela paciéncia e atencao!
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