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A integral de Kurzweil
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Uma divisdo marcada de [a, b] C R é uma colecio finita de pares

ponto-intervalo (77, [s;—1,si]), onde

@a=5<5<...<5,=

) T,'G[S,',l,s,'], V.

Dada uma fun¢do ¢ : [a, b] — (0, +00) (chamada funcao calibre

de [a, b]), uma divisdo marcada d = (7}, [si—1, Sj]) sera J-fina, se

o [s,;l,s,-] C (7',' — 5(7’,’),7’,’ + 5(7‘,’)), V.
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Definition

Uma fungdo U (7,t) : [a, b] x [a, b] — X serd Kurzweil integravel,
se 3/ € X t.q. Ve >0, 3 um calibre ¢ de [a, b] t.q. V divisdo
marcada d-fina d = (77, [si—1, si]) de [a, b],

b
Neste caso, / —/ DU (1, t).
a

( H 5,') — U(T,',S,',l)] — /

o U(r,t) = F(r)t —> /b DU (. 1) P)/ F(t)dt:
o U(rt) = f(1)gl(t) —> / DU (r, ) = (PS)/ F()dg (t);
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EDOs Generalizadas
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Sejam X um espaco de Banach, O C X um aberto
[, B] C [a,4+00) e Q = O % [a, (]

Definicao

Uma funcdo x : [a, ] — X serd uma solucdo em [, 5] da EDOG

dx

— = DF(x.,t
dr (x: ),

se (x(t),t) € Q para t € [a, ], e se tivermos

X =x)+ [ OFx(n).0), v veladl

v

E possivel relacionarmos EDOs e EDOGs?
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EDOs X EDOGs

Equacoes Diferenciai



Considere a EDO
x = f(x,t),

onde f : Q C C([ty, T],R") x [to, T] e Q é aberto.

Sua forma integral correspondente é

«(t) = x(to) + /t F(x(s),s)ds,  t€ [to, T],

to

quando a integral existir em algum sentido.
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t
A integral / f(x(s),s)ds pode ser aproximada por

. Z f(x(1i), i) (ti — ti—1)
f(x(s),s)ds =
/to Z/ x(77),s)ds.

onde th < t1 < tp <...< t, =t é uma divisdo de [to, t]

suficientemente fina e 7; € [tj_1,t], V I.
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Definamos

F(x,t) = /t f(x,s)ds, (x,t)e€ Q.

to

/t DF(x(),s) = Z [F(x(7i), si) = F(x(7i), si-1)] =

=y / F(x(s), s)ds = / CF(x(s).)ds.

to
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Assim, existe uma relagdo biunivoca entre as integrais

/t: f(x(s),s)ds e /t " DF(x(r). 1)

0
e, portanto, entre as “equacdes diferenciais”

dx

x = f(x, t — =
X (x,t) e 47

DF(x, t).

Por que relacionar estas equacoes?
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Uma motivacao
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Seja W C R” um aberto. Consideremos o espa¢o das fun¢les

f(x,t): WxR—R"

1
loc

Lebesgue integraveis t.q. V compacto AC W, 3 Ma,La€ L
such that V. x,y € AeV t € R,

o [IF(x, D) < Ma(t)

o [[f(x,t) = f(y, )l < La(t)lx =yl

e consideremos a métrica caracterizada pela convergéncia
t t
/fk(x,s)ds — / fo(x,s)ds = K — O,
0 0

Este espaco nao é completo!!!
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Sejam

@ F continua, mas n3o diferencidvel em qualquer ponto,
o {FK}ienem Cltq. FK 5 F,

o k= (F¥),V k.
Entdo
t
° / fi(x,s)ds converge, V (x, t),
0
t
e F(x,t)= Ii{(n/ fk(s)ds, t € R, ndo possui representacio
0
t
integral do tipo F(x,t) = / f(x,s)ds.
0

Logo F nao pode ser “solucao” de uma EDO!!!
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Uma classe de EDOGs

Marcia Federson Equacoes Diferenciais Ordinarias Generalizadas



Sejam Q = O x [a, (], O C X aberto e [«, 5] C [a, +00).

Definition

Seja h : [a, 5] — R n&o decrescente. Diremos que F : Q — X

pertence a F(, h), se para (x,s2), (x,s1), (¥, %), (v,s1) € Q,

IF(x,52) = F(x; 1) || < [h(s2) = h(s1)]

IF(x,52) = F(x,51) = F(y, 22) + F(y, s1)ll < lIx—yll[h(s2) — h(s1)]

V.
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Para F € F(Q, h) temos:

@ Se x for uma solu¢do em [«, 5] da EDOG

dx
— = DF t
dr (1),
entao
[x(£) = x(s)|| < [h(t) — h(s)], t,s € [, p],
e, portanto

x € BV([a, ], X).

e V (xo0,tp) € Q, 3! solugdo local x da EDOG t.q. x(tp) = xo.
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EDOs impulsivas
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Funcgoes regradas:

Seja X um espago de Banach.

Definicao

f:[a, b] — X sera regrada, se

e J lim f(s)="f(t-) e X, te(ab];

S—t—

o 3 lim f(s)=f(t+) € X, t € [a, b).

s—t+

Escrevemos f € G(]a, b], X).

e G ([a, b],X)={ue G([a,b],X); u continua a esquerda}.
e BV~ ([a, b], X) ={u € BV([a, b], X); u continua a esquerda}.
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Algumas propriedades:

e Toda f € G([a, b], X) é limitada;
e (G([a, b], X), || - llcc) é um espago de Banach;
e Toda f € G([a, b], X) é limite uniforme de fun¢des escada;

e BV([a,b],X) C G([a,b], X).
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Considere o > 0 e a EDI
y="1f(y.t), t#ty, t2>to,
Ay (t)=Ilk(y(t), t=t, k=1,2,...,m
y(t0) = yo.
onde
o f:0 X [to, tp + 0] = R", O C R" é aberto;
o t— f(y(t),t) pertence a K([to, to + o], R");
oy I (y) leva R” em R”;

o Ay (tx) ==y (txt) —y(t), k=1,2,....m.
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Sabemos que a forma integral de

y="~f(y1t), t# ty, t=>to,
Ay (t)=Ilk(y(t), t=t, k=1,2,...,m
y(to) = yo.

é dada por

y(t):yo—i—/tf(y(s),s)ds—i- 3 h(y(t), t € [to,to + ],

to to< tx< t

Marcia Federson Equacoes Diferenciais Ordinarias Generalizadas



Considere a fun¢do de Heaviside concentrada em T € [to, ty + 0] e

continua a esquerda:

Entao

>0 () =D ey (t))He (1)

to< t< t k=1

Portanto, podemos escrever a forma integral da EDI como

y(t)—yo+/ (Vs s ds+ZIk (tx))Hy, (1), t € [to, to + o],
to
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Hipoteses
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Considere O C R" um aberto e

(Car) A M € LY([to, to + 0],R) t.q. ¥V x : [to,to + 0] = O eV

uy, up € [to, to + o,

/UIUZ f(x(s),s)ds

u2
S/ M (s) ds;
up

(Lip) 3L € LX([to, to + 0], R) t.q. V x,y : [to,to + 0] = O eV

ui, Uy € [11'07 to +U],

/u C1F (x(s).5) — £ (v(s). 5] ds

1

up
< / L(s) ds [x — yoe.
u

1
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Para os operadores de impulsos I, k =1,2,..., m, considere
(B)3B>0t.q. parak=1,2,... mex €R",

()] < B;
(K3 K>0tq. parak=1,2,....mex,y € R,

[ (x) = (¥l < Klx = yl.
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Para cada (x, t) € O x [to, to + o], defina

F(x,t):/ xsds+Zlk x)Hy, (t

to

. Entdo F € F(O X [to, tp + o], h), onde
_ / [M(s) + L(s)]ds + max{B, K} zmj He, (1)
fo k=1

para t € [to, to + o].
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De fato. Dados x,y € O e sy, s, € [to, tp + o], com 51 < sp, temos
|F(x,s2) — F(x,s1)]

<

s2
/ f(x,s)ds
S1

< [ ME)ds + Sl () — Ho ()18 < () — his)

k

+ > [He(s2) = He (sl (x(8))]
k
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Também temos:

[F(x;52) = F(x;51) = F(y,%2) + F(y, 51)|

S S2
< / f(x,s)ds—/ f(y,s)ds
s1 S1

+Z[Htk $2) = Ha (s1)][ (X () — (v ()]

=< / L(s)dslx = lloo + D _[He(s2) = He (s)]KIx = ylloo
k

S1

< [h(s2) = h(su)llIx = ylloo-
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Logo
o Fe F(O x [ty, to + ], h)

e, portanto, existe solucdo local tnica de

y:f(Y7t)7 t#tkv t2t07
Ay (t)=Il(y(t), t=t,, k=1,2,....m
y(to) = yo.
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Equacoes Diferenciais em Medida
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Sejam O C R", O aberto, Q = O x [to,tp + 0], 0 >0, e

o f:Q — R" Kurzweil integravel,

o g:Q — R" du-integrével,

onde du é a medida gerada por u € BV([to, to + o], R").

Uma EDM pode ser escrita formalmente como
Dx = f(x,t)+ g(x, t)Du,

onde Dx e Du s3o as derivadas distribucionais de x e u no sentido

de L. Schwartz.
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A forma integral correspondente a3 EDM
Dx = f(x,t) + g(x, t)Du,

é dada por
t
x(to) / f(x(s),s)ds +/ g(x(s), s)du(s),
to
onde t € [ty, tp + o] e du é a medida de Lebesgue-Stieltjes gerada

por u.
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Hipoteses
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Considere O C R" um aberto e

(Carg) 3 My € LY([to, to + 0], R) t.q. para x : [to,to + 0] = O e

up, up € [to, to + o,

/:2 f(x(s),s)ds

uz
S/ Mg (s) ds;
ur

(Lips) 3 Lf € LX([to, to + o], R) t.q. para x,y : [to, to + 0] = O e

ui, Uy € [11'07 to +U],

A”vu@»ﬂ—fW@sn$

1

us
z/ Ly (s) ds 1 — y]oc.

u
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Considere, também,

(Carg) 3 Mg : [to, to + 0] — R du-integravel t.q. V
up, U € [to,to + o) eV x:[to, to+ 0] = O,

/ " g (x(s). ) du(s)

1

< / M, (s) du(s):

(Lipg) 3 Lg : [to, to + 0] — R du-integrével t.q. V
u, up € [to,to+ 0] eV x,y:[to, to + o] = O,

[l (x(5).9) ~ £ (1(5). ) du(s)

1

< [ L5 () duls) -y

1
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Proposicao
Suponha que g : O x [ty, to+ 0] — R" satisfaga as condigGes acima
eseja G : O X [t, to + o] — R" definida por

t

Gx, t) = / e
to
Se x : [to, to + o] — O for o limite pontual de uma sequéncia de
funcdes escada, entdo as integrais
B

/jDG(x(T),t) e / £(x(s). 5)du(s)

«

existirao e terao o mesmo valor.
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Para x € O e t € [to, tp + o], defina

o Flx,t) = / F(x. 5)ds + / (. 5)du(s),

e h(t) = /t [M¢(s) + Le(s)]ds +/t [Mg(s) + Lg(s)]du(s).
Entdo

o Fe F(O x [ty, to + o], h).

Logo
Dx = f(x,t) + g(x, t)Du
X(to) = Xo

admite solucdo dnica.
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EDFRs impulsivas
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Sejamr,o0 >0e0<tg<ty <...<te<...com ty— oo.

Considere a EDFRI(f)

y() (ytv ) t#tk
Ay(tk)zlk(y(tk)), k=1,2,...

Yo = ¢,

f(¢,t): G ([-r,0],R") X [to, to + 0] — R™;
o Ay (ty) =y (txt+) —y(tk), k=1,2,...;
e p€ G ([-r,0], R").
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A forma integral correspondente a EDFRI(f) é

y(6) = y(t0) + / (er )5 + Z (v (8)) He (1
to
ty — ¢7
quando a integral existir em algum sentido.

@ Usaremos integracao de Lebesgue.

e Uma solugdo da EDFRI(f) serd no sentido de Carathéodory.
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Hipoteses

ia Federson Equacoes Diferenciais Ordinarias Generalizadas



Hipdteses sobre f:
o t+ f(y:,t) pertencea L1,V y € G ([to — r,o0),R");

IM,Lel} tq. ¥V x,ye G ([to—r,o0),R"),V up,up >0,

/f(xs, )ds| < / M(s
up

[ 1 s~ Gl ds

1

e (Car)

o (Lip)

up
< L(s) / I — el ds.

1
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Hipdéteses sobre os operadores de impulsos:
dB,K>0tqvVk=12,... eVx,y e R",

° (B) |k(x)| <B;

o (K) [h(x) = l(y)l < Klx = yl.
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Correspondéncia entre as equacoes
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Seja Q C G~ ([-r,0),R") x [0, 00).
Suponha que f da EDFRI satisfaga (Car) e (Lip) e, para
(y,t) € Q, defina
0, —r<¥<0,
Fy,t)(0) =3 [V f(yss5)ds, 0<¥<t<o0;
fo (vs,s)ds, 0<t<9<o0.

Entao

F:Q— C([—r,o0),R").
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Suponha que os operadores de impulso Iy, k = 1,2, ..., satisfacam

(B) e (K) e, para (y, t) € Q, defina
J(y7 t) ZHtk ka ( (tk))

para ¥ € [—r,00), onde H;, é a fun¢do de Heaviside concentrada

em t, e continua a esquerda. Ent3o

J:Q— G ([-r,00),R").
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Sejam hy, hy : [0,00) — R dados por

o hi(t) = [y[M(s) + L(s)]ds;
e ho(t) = max(B,K) >, He (t).

Entao

@ h; é continua e n3o decrescente;

@ hy é continua a esquerda e n3o decrescente;
o Fe F(Q,h);

o Je F(Q, hp).
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Para (y, t) € Q, defina
° G(y,t) = Fly,t)+ J(y, t);
@ h= hy + hy.

Entdo
e G:Q— G ([-r,00),R"),

@ h é continua a esquerda e n3o decrecente;

o GeF(Qh).
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Teorema 1 - Federson & Schwabik

Considere a EDFRI, onde f e Iy, k = 1,2,..., satisfazem (Car),
(Lip), (B) e (K). Seja y (t) solugdo da EDFRI em [—r,c0). Dado
t € [0,00), seja

y(¥), ¥ € [—r,t]

x(t)(9) =
(B) y(t), ¥ € [t,00).

Entdo x € G~ ([0, 00), R") serd solugdo de

dx
E = DG(X, t)

em [0, 00).
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Teorema 2 - Federson & Schwabik

X
Sejam G como acima e x solugdo de — = DG(x, t) in [0, c0) com

dr

condicdo inicial

Para ¥ € [—r, 00), defina

[ x@), —r<v<o,
y ()= x(9) (9), 0<4 < oo.

Entdo y () serd solugdo da EDFRI em [—r, 00).
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