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Apresentacao da Teoria

v' Estuadamos na aula passada a teoria de regularidade de
De Giorgi: Holder regularidade para equacgdes elipticas
com estrutura divergente

v A Teoria de Krylov-Safonov contempla resultado
correspondente para operadores com estrutura
ndo-divergente.

Lu = a;(X)Dju,

v De fato, Krylov e Safonov, mais de 20 anos apés o
desenvolvimento da Teoria de De Giorgi, Nash e Moser,
estabeleceriam Desigualdade de Harnack para solugbes
de equacbes em forma nao-divergente.
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Uma Nobre Motivacao

* A Teoria de Krylov-Safonov pode ser vista como a principal
chave de acesso ao desenvolvimento da teoria de operadores
elipticos totalmente nao lineares:
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Uma Nobre Motivacao

* A Teoria de Krylov-Safonov pode ser vista como a principal
chave de acesso ao desenvolvimento da teoria de operadores
elipticos totalmente nao lineares:

Definition
Seja F: S(n) — R um operador definido no espago das
matrizes simétricas. A equacao

F(D?u) =0 (1)

é dita ser uniformemente eliptica se existirem constantes
positivas 0 < A < A, tais que

APl < F(M+ P) = F(M) < AJ|P],

para qualquer matriz positiva P.
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Noc¢ao de Solucédo Fraca

Pergunta

Qual seria a nocao apropriada para solucdo fraca de uma
equacao da forma nao-divergente

aj(X)Dju=f ou F(D?u)=f?
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Solugdes no sentido da Viscosidade

Definigcdo de Solu¢des no sentido da Viscosidade

Uma fungéo continua u € dita ser uma subsolu¢do no sentido
da viscosidade de F(D?u) = 0 se:
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Solugdes no sentido da Viscosidade

Definigcdo de Solu¢des no sentido da Viscosidade
Uma fungéo continua u € dita ser uma subsolu¢do no sentido
da viscosidade de F(D?u) = 0 se:

¢ € C?,u — ¢ atinge maximo local em Xo = F(D?p(Xp)) > 0.
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Solugdes no sentido da Viscosidade

Definicao de Solugbes no sentido da Viscosidade
Uma fungéo continua u € dita ser uma subsolugao no sentido
da viscosidade de F(D?u) = 0 se:

¢ € C?, u— ¢ atinge maximo local em Xo = F(D?¢(Xp)) > 0.

Uma funcéo continua u é dita ser uma supersolu¢ao no
sentido da viscosidade de F(D?u) = 0 se:

¢ € C?, u— ¢ atinge minimo local em Xo = F(D?p(Xp)) < 0.
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Solugdes no sentido da Viscosidade

Definicdo de Solugbes no sentido da Viscosidade
Uma fungao continua u € dita ser uma subsolu¢do no sentido
da viscosidade de F(D?u) = 0 se:

¢ € C?, u— ¢ atinge maximo local em Xo = F(D?p(Xp)) > 0.

Uma fungéao continua u é dita ser uma supersolugao no
sentido da viscosidade de F(D?u) = 0 se:

¢ € C?, u— ¢ atinge minimo local em Xy = F(D?p(Xp)) < 0.

Uma fungé@o u é uma solug¢ao no sentido da viscosidade de
F(D?u) = 0 se for uma subsolugéo e uma supersolugao no
sentido da viscosidade.
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Solugdes no sentido da Viscosidade

Definicdo de Solugbes no sentido da Viscosidade
Uma fungao continua u € dita ser uma subsolu¢do no sentido
da viscosidade de F(D?u) = 0 se:

¢ € C?, u— ¢ atinge maximo local em Xo = F(D?p(Xp)) > 0.

Uma funcao continua u € dita ser uma supersolugao no
sentido da viscosidade de F(D?u) = 0 se:

¢ € C?, u — y atinge minimo local em Xy = F(D?p(Xp)) < 0.

Uma fungé@o u é uma solug¢ao no sentido da viscosidade de
F(D?u) = 0 se for uma subsolugéo e uma supersolugao no
sentido da viscosidade.
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Justificativa da Definicao

F(D?p(X0)) = F(D?u(Xo))
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Desigualdade de Harnack de Krylov-Safonov
Justificativa da Definicao

F(D?o(Xo)) > F(D?u(Xp))" >0".
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Equacoes totalmente nao lineares e a Teoria de
Krylov-Safonov - Observacao |

e Satisfazer
a,-j(X)D,-ju =0, AMd< aj < Nld

significa precisamente que a parte positiva e a parte
negativa da Hessiana de u sdo comparaveis.
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Equacoes totalmente nao lineares e a Teoria de
Krylov-Safonov - Observacao |

e Satisfazer
a,-j(X)D,-ju =0, AMd< aj < Nld

significa precisamente que a parte positiva e a parte
negativa da Hessiana de u sdo comparaveis.

A (D)™ I < Al (D)~ (1 e Al (Dyu)~ | < All (Dyu) ™ |
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Equacoes totalmente nao lineares e a Teoria de
Krylov-Safonov - Observacao |

e Satisfazer
a,-j(X)D,-ju =0, AMd< aj < Nld

significa precisamente que a parte positiva e a parte
negativa da Hessiana de u sdo comparaveis.

A (D)™ I < Al (D)~ (1 e Al (Dyu)~ | < All (Dyu) ™ |

e Se (D?u)* ~ (D?u)~, entéo é possivel encontrar matriz
eliptica tal que
a,-,-(X)D,-,-u =0.
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Equacdes totalmente néo lineares e a Teoria de
Krylov-Safonov - Observacao |l

o Se u satisfaz F(D?u) = 0 (e F(0) = 0). Entéo
(D?u)t ~ (D?u)~.
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Equacoes totalmente nao lineares e a Teoria de
Krylov-Safonov - Observacao |l

o Se u satisfaz F(D?u) = 0 (e F(0) = 0). Entéo
(D?u)t ~ (D?u)~.
¢ Derivando a equac¢do em uma dada direcao u,

Fj(D?u)Dju, = 0.
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Equacoes totalmente nao lineares e a Teoria de
Krylov-Safonov - Observacao |l

o Se u satisfaz F(D?u) = 0 (e F(0) = 0). Entéo
(D?u)t ~ (D?u)~.
¢ Derivando a equac¢do em uma dada direcao u,
Fjj(D?u)Dju, = 0.

o Ou seja, se F(D?u) = 0, entdo u e D, u satisfazem EDPs
elipiticas da forma a;;(X)D;¢ = 0.
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Teoria de Regularidade para EDPs elipticas
totalmente nao-leneares

¢ Uma vez provado desigualdade de Harnack para
a;j(X)Dj¢ = 0, sem hipétese de suavidade nos
coeficientes (Teoria de Krylov-Safonov) temos
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Teoria de Regularidade para EDPs elipticas
totalmente nao-leneares

¢ Uma vez provado desigualdade de Harnack para
a;j(X)Dj¢ = 0, sem hipétese de suavidade nos
coeficientes (Teoria de Krylov-Safonov) temos

F(D?u)=0 =— wuecC".
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Teoria de Regularidade para EDPs elipticas
totalmente nao-leneares

¢ Uma vez provado desigualdade de Harnack para
a;j(X)Dj¢ = 0, sem hipétese de suavidade nos
coeficientes (Teoria de Krylov-Safonov) temos

F(D?u)=0 =— wuecC".

e Sob hipétese de convexidade em F, é possivel mostrar
que u € C?>* (Teorema de Evans-Krylov)
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Teoria de Regularidade para EDPs elipticas
totalmente nao-leneares

¢ Uma vez provado desigualdade de Harnack para
a;j(X)Dj¢ = 0, sem hipétese de suavidade nos
coeficientes (Teoria de Krylov-Safonov) temos

F(D?u)=0 =— wuecC".

e Sob hipétese de convexidade em F, é possivel mostrar
que u € C?>* (Teorema de Evans-Krylov)

e Recentemente foi mostrado que, sem hip6tese extra em F,
regularidade C' é 6tima para a teoria de EDPs
totalmente ndo-lineares.
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O Santo Graau

Theorem (Krylov & Safonov)

Seja a; uma matriz eliptica e mensuravel e u > 0 uma solugao
(no sentido da viscosidade) de

a,-,-(X)D,-/-u =0emB;.
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O Santo Graau

Theorem (Krylov & Safonov)

Seja a; uma matriz eliptica e mensuravel e u > 0 uma solugao
(no sentido da viscosidade) de

a,-,-(X)D,-/-u =0emB;.
Entao, para uma constante universal C > 0, temos

supu < Cinf u.
Bi /2 Bi/2
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O Santo Graau

Theorem (Krylov & Safonov)

Seja a; uma matriz eliptica e mensuravel e u > 0 uma solugao
(no sentido da viscosidade) de

a,-,-(X)D,-/-u =0emB;.
Entao, para uma constante universal C > 0, temos

supu < Cinf u.
Bi /2 Bi/2

Em particular u € a-Hélder continua em By ;> para algum
expoente « universal e

[U]ca(B, ) < Cllull(s,)-
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Ferramentas

1. Estimativa de Alexandroff, Bakelman, e Pucci.
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Ferramentas

1. Estimativa de Alexandroff, Bakelman, e Pucci.
2. Decomposi¢do em cubos diadicos de Calderdn-Zygmung.

3. Existéncia de supersolugdes universalmente controladas
fora de um dado cubo.
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Cronograma da prova

A prova é dividida em duas etapas:
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Cronograma da prova

A prova é dividida em duas etapas:
1. Supersolugbes ndo-negativas estao em L .

2. Subsolugbdes ndo-negativas em L¢ . sédo limitadas.
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Estimativa de Alexandroff, Bakelman, e Pucci

Theorem (Estimativa ABP)
Se v satisfaz
a,-j(X)D,-jv =fem Bd~

e v > 0 na 0By. Entao, para uma constante universal C > 0,

1/n
supv~ < Cd </ (f+)”dX> ,
By Bdﬂ{U:ru}

aonde I, é o envelope convexo de —u— em Bog.
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Prova da Estimativa ABP

1. Lembramos da Férmula da Area:
L7 (H(Bg)) < [ | det DH(X)|dX.
By
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Prova da Estimativa ABP

1. Lembramos da Férmula da Area:
L7 (H(Bg)) < [ | det DH(X)|dX.
By

2. Aplicamos Férmula da Area em H := DI, e obtemos
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Prova da Estimativa ABP
1. Lembramos da Férmula da Area:
L7 (H(Bg)) < [ |det DH(X)|dX.
By
2. Aplicamos Férmula da Area em H := DI, e obtemos

L7 (DT y(By)) < / det (D2r,) | X,

{u=ru}
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Prova da Estimativa ABP

1. Lembramos da Férmula da Area:
L7 (H(Bg)) < [ | det DH(X)|dX.
By

2. Aplicamos Férmula da Area em H := DI, e obtemos

ax,

L7 (DT y(By)) < / det (D%,
{u=ru}

3. Em A= {u=T,}, temos |det (D?T,)| < (F")".
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Prova da Estimativa ABP

. Lembramos da Férmula da Area:
L7 (H(Bg)) < [ | det DH(X)|dX.
By

. Aplicamos Férmula da Area em H := DI, e obtemos

L7 (DT y(By)) < / det (D%,
{u=ru}

ax,

. Em A:= {u=Tr,}, temos |det (D?I,)| < (F")".

sup u~
4d

. Finalmente, DI ,(By) contém uma bola de raio
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sup u-

Dr ,(By) contém uma bola de raio g

slope < sup u/4d
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Decomposicao em cubos diadicos

Lemma
Sejam A ¢ B C Qq conjuntos mensuraveis e 0 < § < 1.
Assuma as seguintes hipdteses

1. LP(A) < 6.
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Decomposicao em cubos diadicos

Lemma
Sejam A ¢ B C Qq conjuntos mensuraveis e 0 < § < 1.
Assuma as seguintes hipdteses

1. L7(A) <6.
LT(ANQ)

————7 > §, entdo necessariamente
LM(Q)

2. Sempre que

Qc B.
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Decomposicao em cubos diadicos

Lemma
Sejam A ¢ B C Qq conjuntos mensuraveis e 0 < § < 1.
Assuma as seguintes hipdteses

1. L7(A) <6.
LT(ANQ)

————7 > §, entdo necessariamente
LM(Q)

2. Sempre que
Q c B.
Se as duas hipdteses acima forem satisfeitas, concluimos que

LI(A) < 5L"(B).
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Prova do Lema de Decomposicdo em cubos diadicos
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Prova do Lema de Decomposicdo em cubos diadicos

L(A&Q) s
£1(Q)
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Prova do Lema de Decomposicdo em cubos diadicos
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Prova do Lema de Decomposicdo em cubos diadicos

L(ASQ)
£1Q)
L(AQ) _ |
Q) ¢
L(A8Q) ]
Q)
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Prova do Lema de Decomposicdo em cubos diadicos

Q' Q% Q% Q-
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Prova do Lema de Decomposicdo em cubos diadicos

Q' Q% Q% Q-
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Prova do Lema de Decomposicdo em cubos diadicos

* Teorema de Diferenciacéo de Lesbegue quarante que
{Q}32 cobre Aq.t.p.
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Prova do Lema de Decomposicdo em cubos diadicos

* Teorema de Diferenciacéo de Lesbegue quarante que
{Q}32 cobre Aq.t.p.
 Para cada Q;, necessariamente

Ln (Am 5’)

— <4
(@)

—=
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Prova do Lema de Decomposicdo em cubos diadicos

* Teorema de Diferenciacéo de Lesbegue quarante que
{Q}32 cobre Aq.t.p.
 Para cada Q;, necessariamente

Ln (Am 5’)

— <4
(@)

—=

o Podemos assumir @ s&o dois a dois disjuntos.
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Prova do Lema de Decomposicdo em cubos diadicos

* Teorema de Diferenciacéo de Lesbegue quarante que
{Q}32 cobre Aq.t.p.
 Para cada Q;, necessariamente

Ln (Am 51')

— <4
(@)

—=

o Podemos assumir @ s&o dois a dois disjuntos.
e Finalmente

LA < 1AN Q<Y L (éf) < 6L"(B).

J J
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Supersolucdes sao eventualmente limitadas

Lemma
Suponha a;j(X)Djv <0 em Q e v(0) = 1. Entéo existem
constantes universais, > 0 e M > 1, tais que

LT{v<MInQ) >0,

para qualquer cubo Q = Qq g(X), com | X| < 1/8.
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A Provadolema
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A Provadolema

1. @i(X)Djp <0emR"\ Q,
2. cszemR”\Q1/2,
3. p(0)< -2
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A Provadolema

M

aj(X)Djp <0emR™\ Q,
(pZOGmRn\Q1/2,

¢(0) < -2

aji(X)Djp < Cem Q,
o(x) > —MemR".

o kw0~



Introducao e Motivacao Desigualdade de Harnack de Krylov-Safonov

00000000 00000000000 e
000000

Prova do Lema

e Definimos v* := v + ¢.
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Prova do Lema

e Definimos v* := v + ¢.
° (a,']'(X)D/jV*)+ < Cxo-
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Prova do Lema

e Definimos v* := v + ¢.
° (a,']'(X)D;jV*)+ < Cxo-
e Ademais,

{vi=Ty}c{v' <0} c{v<—p}c{v<M}
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Prova do Lema

Definimos v* := v + ¢.
(a;(X)Djv*) " < Cxa

e Ademais,
{vi=Ty}c{v' <0} c{v<—p}c{v<M}
e Aplicando Estimativa ABP, obtemos

1 <sup(v)™ < / (aj(x)Djv*) " < CL" ({v < M}).

{v*=Ty«}
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Estimativa L¢ fraco

Lemma (Supersolucdes estdao no L¢ fraco)
Suponha que v satisfaz a;(x)D;v < 0 em Qy (no sentido da
viscosidade) e que v(0) = 1. Entao

LT({v>t}) < Ct ™,

para constantes universais C and e.
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Prova da Estimativa L€ fraco

1. Definamos
A= {v>MnQy}



Prova da Estimativa L€ fraco

1. Definamos
A= {v>MnQy)

2. Mostraremos que para § := 1 — 6, 0s conjuntos A = Ag
and B = Ai_1 satisfazem as hip6teses do Lema de
Calderdon-Zygmund.
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Prova da Estimativa L€ fraco

1. Definamos
A= {v>MnQy)
2. Mostraremos que para § := 1 — 6, 0s conjuntos A = Ag
and B = Ai_1 satisfazem as hip6teses do Lema de
Calderdon-Zygmund.

3. Paraisto, suponha que L"(AN Q) > 4, i.e.,
LM ({v< MY NQ) <0L"(Q)mas Q¢ B.
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Prova da Estimativa L€ fraco

. Definamos
A= {v>MnQy)

. Mostraremos que para ¢ := 1 — 6, 0s conjuntos A = Ax
and B = Ai_1 satisfazem as hip6teses do Lema de
Calderdon-Zygmund.

. Para isto, suponha que L"(AN Q) >4, i.e.,

LM ({v< MY NQ) <0L"(Q)mas Q¢ B.

. Assim, existiria Xy € Q no qual vq := M{_1 <M.
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Prova da Estimativa L€ fraco

. Definamos
A= {v>MnQy)

. Mostraremos que para ¢ := 1 — 6, 0s conjuntos A = Ax
and B = Ai_1 satisfazem as hip6teses do Lema de
Calderdon-Zygmund.

. Para isto, suponha que L"(AN Q) >4, i.e.,

LM ({v< MY NQ) <0L"(Q)mas Q¢ B.

. Assim, existiria X, € Q no qual vy := et <M.
. Lema anterior implicaria que

0 <L ({r(Y) < M} Q) =2"L" ({v(X) < M} N Q).
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< . .
Subsolugdes em L;_ . sdo limitadas

Lemma (Lema de Oscilacao)
Suponhamos que w satisfaz ajj(x)Djw > 0 em Q, 5z e w € Lj,.
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Justificativa da Prova do Lema de Oscilacao

A

Q1/2 Qf



Introducao e Motivacao Desigualdade de Harnack de Krylov-Safonov

00000000 000000000000
[e]e]e] lele]

Justificativa da Prova do Lema de Oscilacao
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Justificativa da Prova do Lema de Oscilacao
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Justificativa da Prova do Lema de Oscilacao
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Justificativa da Prova do Lema de Oscilacao

A

Li(w<t) <Vae"

o7

Q1/2
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Prova da Desigualdade de Harnack

v' Seja u > 0 solugéo a;(x)D;u =0 em B;.
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Prova da Desigualdade de Harnack

v' Seja u > 0 solugéo a;(x)D;u =0 em B;.
v' Pelo Lema Lg

raco’

Ln ({u > tinfu}) < Cyt .
By
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Prova da Desigualdade de Harnack

v' Seja u > 0 solugéo a;(x)D;u =0 em B;.
v' Pelo Lema Lg

raco’

Ln ({u > tinfu}) < Cyt .
B;

v Pelo Lema de oscilacéo,

sup < G inf u,
Bi/2 B2
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