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O operator Laplaciano

Se u : Ω ⊂ Rn → R é duas vezes diferenciável, o Laplaciano de
u, denotado por ∆u é definido por:
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Alguns Exemplos

• Equações de Cauchy-Riemann: Uma função complexa
h : B1 ⊂ C→ C, h(x , y) = u(x , y) + iv(x , y), é holomorfa
se e somente se

∂u
∂x

=
∂v
∂y

and
∂u
∂y

= −∂v
∂x
.

• Problemas de Minimização: Encontrar uma função u que
minimiza a energia ∫

|Du|2dx .
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De onde as equações elípticas de 2a ordem
aparecem?

• Geometria Diferencial
• Mecânica (dinâmica dos flúidos, elasticidade, etc...)
• Teoria de termodinâmica e eletrostática
• Finanças
• Cáuculo das Variações
• Processamento de imagens
• Controle ótimo e estocástico
• Teoria de Probabilidade
• Problemas de transporte ótimo
• Biologia
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Questões Típicas

1. Existência de Soluções
2. Estabilidade (unicidade)
3. Propriedades qualitativas e geométricas de soluções
4. Regularidade (suavidade) de soluções
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Existência × Regularidade

• Teoria de Existência são em geral obtidos por abordagens
variacionais ou por interpretações probabilisticas.

• Considerações de Energia: Soluções em espaços de
diferenciabilidade fraca.

• Método de Perron: Soluções contínuas ou semi-contínuas.

• Teoria de regulariddade permite soluções clássicas.
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Equações Elípticas e Curvatura

Interpretação Geométrica de Elipticidade
Geométricamente, uma equação diferencial de 2nd ordem é
Elíptica se esta prescreve um balanço sobre quanto uma
solução curva-se em cada direção.
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• Bastante Preciso:
• Bastante Impreciso:
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Diferente precisões

• Bastante Preciso: Média da torção é zero.
X Equação de Laplace

∆u = 0.

• Bastante Impreciso: A curvatura em uma direção não
pode exceder 10 vezes a curvatura na outra direção.
X Operadores com coeficientes mensuráveis

aij(X )Diju = 0
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O fenômeno da regularidade elíptica

Pergunta
Por que soluções de Equações Elípticas são suaves?

1. Difusão:
2. Considerações de Energia:
3. Princípio de Comparação:
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O fenômeno da regularidade elíptica

Pergunta
Por que soluções de ∆u = 0 são suaves?

1. Difusão:
F(∆u) = −|ξ|2û.

2. Considerações de Energia:

u minimiza E(v) =

∫
|Dv(X )|2dX . (Estrutura Variacional)

3. Princípio de Comparação:

Tr(D2u) é monótono em D2u. (Estrutura Não-Variacional)
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Tipo de Resultados de Regularidade Elíptica
Consideramos operadores da forma

Lu = aij(X )Diju = f ou Lu = div(aij(X )Du) = f

1. aij(X ) tem módulo de continuidade apropriado:
• Argumento de Scaling:

“aij (εX )→ Matriz elíptica constante.′′

• Regularidade para u pode ser derivado via a teoria
correspondente para a equação de Poisson ∆u = f .

2. Nenhuma informação acerca de aij(X ), apenas
elipticidade.

• Invariante por Scaling.
• Exige abordagem diferente.
• Conveniente para Equações Não-Lineares.
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Teoria de Schauder para a equação de Poisson

∆u = f , Ω ⊂ Rn

Objetivo
Derivar regularidade da Hessiana de u, D2u, a partir da
suavidade de seu Laplaciano. Ou seja, examinar se D2u é tão
regular quanto f .

Theorem (Teoria de Schauder para Equação de Poisson)
Se f ∈ Cα, então Diju ∈ Cα.
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Teoria de Schauder para a equação de Poisson

∆u = f , Ω ⊂ Rn

Objetivo
Derivar regularidade da Hessiana de u, D2u, a partir da
suavidade de seu Laplaciano. Ou seja, examinar se D2u é tão
regular quanto f .

Theorem (Teoria de Schauder para Equação de Poisson)
Se f ∈ Cα, então Diju ∈ Cα. Dito de outra forma

n∑
i=1

Diiu ∈ Cα se e somente se Diju ∈ Cα, ∀i , j = 1,2, · · · ,n.
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Peculiaridades do Teorema de Schauder

• É claro que u ∈ C2,α então ∆u ∈ C2,α.
• A reciproca ser verdadeira (Teorema de Schauder) é um

resultado surpreendente.
• Se f é contínua, não é verdade que u ∈ C2.
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Potencial Newtoniano

O Potencial Newtoniano de uma função f é dado por:

Nf (X ) := Γ ∗ f (X ) =

∫
Ω

Γ(X − Y )f (Y )dY , (1)

onde Γ denota a solução fundamental do Laplaciano:
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Potencial Newtoniano

O Potencial Newtoniano de uma função f é dado por:

Nf (X ) := Γ ∗ f (X ) =

∫
Ω

Γ(X − Y )f (Y )dY , (1)

onde Γ denota a solução fundamental do Laplaciano:

Γ(Z ) :=


|Z |2−n

n(2− n)ωn
, n > 2

1
2π

log |Z |, n = 2.
(2)
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Estimativas para Γ

Γ(Z ) ∼ |Z |2−n

(3)

Conclusão
Γ e DΓ são kernels integráveis, entretanto D2Γ não é integrável
(mas é “quase integrável").
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Estimativas para Γ

Γ(Z ) ∼ |Z |2−n

DiΓ(Z ) =
1

nωn
Zi |Z |−n ∼ |Z |1−n (3)

Conclusão
Γ e DΓ são kernels integráveis, entretanto D2Γ não é integrável
(mas é “quase integrável").



Uma excursão sobre a teoria de EDPs Elípticas Teoria de Schauder

Estimativas para Γ

Γ(Z ) ∼ |Z |2−n

DiΓ(Z ) =
1

nωn
Zi |Z |−n ∼ |Z |1−n

DijΓ(Z ) =
1

nωn

{
|Z |2δij − nZiZj

}
|Z |−n−2 ∼ |Z |−n

(3)

Conclusão
Γ e DΓ são kernels integráveis, entretanto D2Γ não é integrável
(mas é “quase integrável").



Uma excursão sobre a teoria de EDPs Elípticas Teoria de Schauder

Estimativas para Γ

Γ(Z ) ∼ |Z |2−n

DiΓ(Z ) =
1

nωn
Zi |Z |−n ∼ |Z |1−n

DijΓ(Z ) =
1

nωn

{
|Z |2δij − nZiZj

}
|Z |−n−2 ∼ |Z |−n

(3)

Conclusão
Γ e DΓ são kernels integráveis, entretanto D2Γ não é integrável
(mas é “quase integrável").



Uma excursão sobre a teoria de EDPs Elípticas Teoria de Schauder

Entendendo a Sutileza da Teoria

• Integrabilidade de Γ e DΓ garante que se
f ∈ L∞(Ω) ∩ L1(Ω) então Nf ∈ C1(Rn).

• Da “quase integrabilidade" de D2Γ emerge a rica teoria
das integrais singulares.

• Formalmente,

DijNf (X )“ = ”

∫
DijΓ(X − Y )f (Y )dY , (4)

não está bem definido.
• DijΓ(Z )|Z |α torna-se integrável para qualquer α > 0.
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Estimativas de Schauder: uma nova visão da teoria

Nosso Objetivo
Desenvolder uma nova solução (geométrica) à teoria de
Schauder, versátil e poderosa o suficiente para contemplar
equações não-lineares com coeficientes variáveis.
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Estratégia
existe um polinômio quadrático P(X ) = X tAX + b · X + c, com
|A|+ |b|+ |c| controlado por ‖u‖L∞(B1) + [f ]Cα(0), tal que

|u(X )− P(X )| ≤ C|X |2+α.

Ou seja u é C2,α na origem.
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Funções harmônicas próximas de soluções da
Equação de Poisson

Conseguência do Princípio do Máximo
Se

∆u = f , em B1.

Então,

‖u‖L∞(B1) ≤ ‖u‖L∞(∂B1) +
1

2n
‖f‖L∞(B1).



Uma excursão sobre a teoria de EDPs Elípticas Teoria de Schauder

Funções harmônicas próximas de soluções da
Equação de Poisson

Conseguência do Princípio do Máximo
Se

∆u = f , em B1.

Então,

‖u‖L∞(B1) ≤ ‖u‖L∞(∂B1) +
1

2n
‖f‖L∞(B1).

Assim, se h é a função harmônica em B1 com valores u na
fronteira, temos

‖u − h‖L∞(B1) ≤
1

2n
‖f‖L∞(B1)
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Lema Chave de Iteração

Lemma
Fixado 0 < α < 1, existem constantes C0 > 0, 0 < λ0 < 1 e
0 < ε0 < 1 tais que para quaisquer u e f com ∆u = f em B1,
‖u‖L∞(B1) ≤ 1 e ‖f‖L∞(B1) ≤ ε0, é possível encontrar um
polinômio quadrático harmônico p(X ) = X tAX + b · X + c tal
que

|u(X )− p(X )| ≤ λ2+α
0 , para qualquer |X | ≤ λ0.

Ademais,
|A|+ |b|+ |c| ≤ C0.
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Lema Chave - Passo 1
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Prova do Lema Chave

• Seja h harmônica tal que ‖u − h‖∞ ≤ ε0.

• Defina p(X ) :=
1
2

X tD2h(0)X + Dh(0) · X + h(0).

• |h(X )− P(X )| ≤ C0|X |3 devido ao controle em D3h(0).
• Desigualdade Triangular fornece

|u(X )− p(X )| ≤ ε0 + C0|X |3

≤ ε0 +
1
2
λ2+α

0 , para |X | ≤ λ0

≤ λ2+α
0 .

se λ0 < 1 e ε0 forem escolhidos adequadamente.
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Versão pontual do Teorema de Schauder

Theorem
Considere a equação de Poisson ∆u = f em B1. Suponhamos
que para 0 < α < 1, f seja α-Hölder contínua na origem. Ou
seja,

[f ]Cα(0) := sup
X∈B1

|f (X )− f (0)|
|X |α

< +∞.

Então u é C2,α na origem.
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Versão pontual do Teorema de Schauder

Theorem
Considere a equação de Poisson ∆u = f em B1. Suponhamos
que para 0 < α < 1, f seja α-Hölder contínua na origem.
Então u é C2,α na origem. Mais presisamente, existe um
polinômio quadrático p(X ) = X tAX + b · X + c tal que
∆p = f (0) e

|u(X )− p(X )| ≤ C0 ·
(
‖u‖L∞(B1) + [f ]Cα(0)

)
|X |2+α,

para uma constante C0 que depende apenas da dimensão e
do expoente α.
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Versão pontual do Teorema de Schauder
Theorem
Considere a equação de Poisson ∆u = f em B1. Suponhamos
que para 0 < α < 1, f seja α-Hölder contínua na origem.
Então u é C2,α na origem. Mais presisamente, existe um
polinômio quadrático p(X ) = X tAX + b · X + c tal que
∆p = f (0) e

|u(X )− p(X )| ≤ C0 ·
(
‖u‖L∞(B1) + [f ]Cα(0)

)
|X |2+α,

para uma constante C0 que depende apenas da dimensão e
do expoente α. Ademais o seguinte controle dos coeficientes
é garantido:

|A|+ |b|+ |c| ≤ C0
(
‖u‖L∞(B1) + f (0) + [f ]Cα(0)

)
.
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Prova do Teorema de Schauder

Passo 0 Podemos assumir f (0) = 0, ‖u‖L∞(B1) ≤ 1 e
[f ]Cα(0) ≤ ε0.

Passo 1 Existem polinômios harmônicos
pk (X ) = X tAkX + bk · X + ck tais que

|u(X )− pk (X )| ≤ λ(2+α)k
0 , para |X | ≤ λk

0. (5)

Ademais, as seguintes estimativas dos
coeficientes são satisfeita:

|Ak − Ak−1| ≤ C0λ
α(k−1)
0 ,

|bk − bk−1| ≤ C0λ
(1+α)(k−1)
0 ,

|ck − ck−1| ≤ C0λ
(2+α)(k−1)
0 .

(6)
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Prova do Teorema de Schauder

Passo 0 Podemos assumir f (0) = 0, ‖u‖L∞(B1) ≤ 1 e
[f ]Cα(0) ≤ ε0.

Passo 1 Existem polinômios harmônicos
pk00pk
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Verificação do Passo 1: Argumento de Indução
• Caso i = 1. Exatamente o Lema Chave
• Assumindo i = k , a função

v(X ) :=
(u − pk )(λk

0X )

λ(2+α)k , em B1,

está nas hipóteses do Lema Chave.
• Assim, exite polinômio P tal que

|v(X )− P(X )| ≤ λ2+α
0 , para |X | ≤ λ0.

• Reescrevendo a conclusão acima, obtemos

|u(X )− pk (X )− λ(2+α)
0 P

(
λ−k

0 X
)
| ≤ λ(k+1)(2+α)

0 .

• Assim o (k + 1)-ésimo passo de indução está verificado se
definirmos

pk+1(X ) := pk (X ) + λ
(2+α)
0 P

(
λ−k

0 X
)
.
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Prova do Teorema de Schauder - Conclusão
Passo 2 Existe polinômio limite

Pk (X ) −→ p∞(X ) = X tA∞X + b∞X + c∞.

Segue-se do controle dos coeficientes que

|pk − p∞| ≤ C1

(
λαk

0 |X |2 + λ
(1+α)k
0 |X |+ λ

(2+α)k
0

)
,

para C1 = C0(λ0 − λ
(1+α)
0 )−1.

Passo 3 Finalmente, dado X ∈ B1, existe k tal que
λk+1

0 < |X | ≤ λk
0. Assim,

|u(X )− p∞(X )| ≤ |u − Pk |+ |Pk − P∞|
≤ (1 + 3C1)λ

(2+α)k
0

≤ 1 + 3C1

λ2+α
0

|X |2+α
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Equações com coeficientes Cα - Parte I

Theorem (Teoria de Schauder não-variacional)
Seja aij(X ) uniformemente elíptica. Assumimos que aij ∈ Cα e

aij(x)Diju = f ∈ Cα

Então u ∈ C2,α.
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Equações com coeficientes Cα - Parte II

Theorem (Teoria de Schauder Variacional)
Seja aij(X ) uniformemente elíptica. Assumimos que aij ∈ Cα e

div
(
aij(X )Du

)
= f ∈ Cα

Então u ∈ C1,α.
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Teoria C1,α para problemas elípticos com estrutura
divergente

Objetivo
Iremos desenvolder a teoria de regularidade C1,α para
soluções fracas de problemas da forma divergente

div
(
aij(X )Du

)
= f , em B1, (7)

sob condições de elipticidade e α-Hölder continuidade de
aij(X ) e f (X ).
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Revisando a técnica

1. Achar uma função harmônica “próxima" da função em
questão.

2. Estabelecer um Lema Chave que representa uma versão
discreta do Teorema.

3. Iterar o Lema Chave para concluir, no limite, a
regularidade pontual desejada.
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Método de compacidade: estabelecendo o 1o passo
do programa

Lemma
Fixados 0 < λ ≤ Λ e dado δ > 0, existe um ε > 0 tal que para
qualquer solução da equação (7) com

‖aij(X )− Id‖L2(B1) + ‖f‖L2(B1) ≤ ε,

existe uma função harmônica h em B1/2 tal que

‖u − h‖L2(B1/2) ≤ δ.
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Funções Hölder contínuas no sentido L2

O Lema anterior fornece uma função harmônica próximo de u
na métrica do L2. Com o cronograma a ser seguido em mãos,
somos naturalmente levados à seguinte definição.
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Funções Hölder contínuas no sentido L2

O Lema anterior fornece uma função harmônica próximo de u
na métrica do L2. Com o cronograma a ser seguido em mãos,
somos naturalmente levados à seguinte definição.

Definition
Seja f : B1 → R uma função real e 0 < α < 1. Dizemos que f é
α-Hölder continua na origem no sentido L2, se

[f ]Cα
(igem)-2782829091 Tf 4.538en959 Td [(2)]TJ7F50 7.9701 0 1348293.549 Td [508(L)]TJ/F23 7.9701  -19.373 0 Td0[(2)]TJ7F50 7.9701 0 43.571 0 Td 0(é)]TJ/F16 10.9091 -2923482 2.22 Td:=[(R)]TJ/F23 10.9091 T 134.666 0 Tdsup8(L)]TJ/F23 7.9701 -02 4.15924843 0 Td0[(2)]T30F50 7.9701 0 432444 0 Td [(])]TJ/F50 7.9701 6-41.666 0 Tdr[(2)]T30F50 7.9701  -151444 0 Td [(])]TJ/F23 7.9701 Tf41.666 0 Td1[(R)]TJ/F23 10.9091 9.80.9 c 1746 0 Td1[(R)]TJ
 G
q
1 0 0146.73.98 241.922 []0 d1 0J002 39776
1 069 m 79307002 
Q cm
BTJ/F50 10.9091 146.73.971.1.921 Tdr[(2)]T30F50 7.9701 0 86 Tf 3.145 Td [(�)]T35F50 10.9091 8 -312 c 714145 Td [22[(R)]TJ
 G
q
1 0 0168.6198 2433922 []0 d1 0J002 98776
1 0692782807002 
Q cm
BT35F50 10.9091 16Tf 18 9 -13.145 TdZ[(])]TJ/F50 7.9701 Tf 4.1514-42.741 TdB013[

][2
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Equivalência da Teoria Clássica e Teoria L2: Espaços
de Morrey e Campanato

Theorem
Seja f ∈ L2(B1) uma função α-Hölder contínua no sentido L2.
Então f é α-Hölder contínua no sentido clássico, i.e.,

|f (X )− f (Y )| ≤ C|X − Y |α.

Ademais, existe uma constante c(n, α) dependendo apenas da
dimensão e do expoente α, tal que [f ]Cα ≤ c(n, α)[f ]Cα

L2
.
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Teorema de Schauder

Theorem
Seja u uma solução fraca de (7) e assuma que aij é elíptica e
α-Hölder contínua na origem no sentido L2. Então existe uma
função afim L(X ) = b · X + c tal que(∫

Br

|u − L|2dX
)1/2

≤ C0

(
‖u‖L2(B1) + [aij ]Cα

L2 (0)+[f ]Cα
L2

(0)

)
r1+α,

para uma constante C0 que depende apenas da dimensão n,
das constantes de elipticidade, λ,Λ e do expoente α. Ademais,

|b|+ |c| ≤ C0.
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Closing

Próxima Aula
Problemas Variacionais e a teoria de regularidade de De

Giorgi.
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