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Se u: Q C R" — R é duas vezes diferenciavel, o Laplaciano de
u, denotado por Au é definido por:
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¢ Problemas de Minimizagcédo: Encontrar uma funcéo u que

minimiza a energia
/ | Dul?dx.
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. Propriedades qualitativas e geométricas de solugdes
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Existéncia x Regularidade

e Teoria de Existéncia sdo em geral obtidos por abordagens
variacionais ou por interpretagdes probabilisticas.
e Consideracdes de Energia: Solugbes em espacgos de
diferenciabilidade fraca.
e Método de Perron: Solugdes continuas ou semi-continuas.

e Teoria de regulariddade permite solucbes classicas.
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Geomeétricamente, uma equacao diferencial de 2 ordem é
Eliptica se esta prescreve um balango sobre quanto uma
solucao curva-se em cada direcao.
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v" Equacao de Laplace

Au=0.

o Bastante Impreciso: A curvatura em uma diregéo néo
pode exceder 10 vezes a curvatura na outra diregao.
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Diferente precisdes

e Bastante Preciso: Média da torgéo € zero.
v" Equacao de Laplace

Au=0.

e Bastante Impreciso: A curvatura em uma dire¢ao néo
pode exceder 10 vezes a curvatura na outra diregao.
v' Operadores com coeficientes mensuraveis

a;(X)Dju =0
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Pergunta

Por que solucbes de Equacdes Elipticas sao suaves?
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O fendmeno da regularidade eliptica

Pergunta
Por que solugbes de Au = 0 sdo suaves?

2. Consideracoes de Energia:
u minimiza E(v) = / |Dv(X)[2dX. (Estrutura Variacional)

3. Principio de Comparacao:

Tr(D?u) é monétono em D?u. (Estrutura Nao-Variacional)
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Consideramos operadores da forma

Lu=aj(X)Dju=f ou Lu=div(g;X)Du)=f
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Teoria de Schauder para a equacao de Poisson
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Objetivo
Derivar regularidade da Hessiana de u, D?u, a partir da

suavidade de seu Laplaciano. Ou seja, examinar se D?u é tao
regular quanto f.
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Derivar regularidade da Hessiana de u, D?u, a partir da
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regular quanto f.

Theorem (Teoria de Schauder para Equacao de Poisson)
Se f € C*, entdo Dju € C“.
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Teoria de Schauder para a equacao de Poisson

Au=f QcR"

Objetivo
Derivar regularidade da Hessiana de u, D?u, a partir da

suavidade de seu Laplaciano. Ou seja, examinar se D?u é tao
regular quanto f.

Theorem (Teoria de Schauder para Equacéo de Poisson)
Se f € C*, entdo Dju € C*. Dito de outra forma

n
ZD,-,-ue C* seesomentese DjucC® Vij=1,2---,n
i=1
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e A reciproca ser verdadeira (Teorema de Schauder) é um
resultado surpreendente.
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Peculiaridades do Teorema de Schauder

e E claro que u € C%“ entdo Au € C?.

e A reciproca ser verdadeira (Teorema de Schauder) é um
resultado surpreendente.

 Se f é continua, néo é verdade que u € C2.
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Potencial Newtoniano

O Potencial Newtoniano de uma fungéo f é dado por:
Ny(X) = T+ F(X) = / (X — Y)f(Y)dY, (1)
Q
onde I denota a solugao fundamental do Laplaciano:

ﬂ n> 2
rz):={ n2-njwy’ 2)

1
Elog|Z|, n=2.
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Estimativas para I'

r[(Z)~z/>"
1

Nwn

bir(z) =

Z|z| "~ |z " ()
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Estimativas para I'

[(Zz)~|zf"

DI(2) = —z|Z| "~ |2)'"

DiF(2) = —— {125 - nZiz} 12| "2 ~ 121"
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Estimativas para I'

rz)~|z"
. _ 1 —n 1—n
bir(2) = - ~ |Z| 3)
—_n-2 _
DiF(2) =~ {120~ nZZ} 12| "2 ~ 12
Conclusao

I e DI s&o kernels integraveis, entretanto DT n&o é integravel
(mas é “quase integravel").



Uma excursao sobre a teoria de EDPs Elipticas Teoria de Schauder
0000000 (e}
[e]e] ]o)
000000000
000000000
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e Integrabilidade de I e DI' garante que se
f e L=(Q)nL"(Q) entdo Ny € C'(R").
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« Da “quase integrabilidade" de DI emerge a rica teoria
das integrais singulares.
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Entendendo a Sutileza da Teoria
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Entendendo a Sutileza da Teoria

Integrabilidade de ' e DI' garante que se

fe L>®(Q)NL'(Q)entdo N; € C'(R").

Da “quase integrabilidade" de DI emerge a rica teoria
das integrais singulares.

Formalmente,
DjiN¢(X /DUFX Y)(Y)dY, (4)

nao esta bem definido.
D;(Z)|Z|* torna-se integravel para qualquer o > 0.
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Estabelencendo o Teorema de Schauder

/ DT (X — Y)f(Y)dY
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Estabelencendo o Teorema de Schauder

/ DiT(X — Y)K(Y)dY = / DyT(X — Y)[F(Y) — [(X)] dY

+ [ F(X)DT(X = Y)dY
Q
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Estabelencendo o Teorema de Schauder

/ DiT(X = V(Y)Y = [ DF(X - Y)[f(Y)—f(X)]dY
f(X)D;T (X — Y)dY

DT (X — Y)[f(Y) — f(X)] dY

+

+ f(X) . DT (X — Y)y(Y)dH" ' (Y)
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Estabelencendo o Teorema de Schauder

/D,,-r(x_ Y)H(Y)dY = /QD,-,r(x_ Y)[F(Y) - f(X)] dY
LX) /8 DX = Y)u(Vdr ()
Verifica-se imediatamente que o termo
f(X) ., Dir (X — Y)y(Y)dH"™'(Y)

esta bem definido.
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Estabelencendo o Teorema de Schauder

/D,,r(x— Y)H(Y)dY = /D,-,-r(x— Y)[f(Y) — £(X)]| dY
Q

+ f(X) /8 . Dir (X — Y)y(Y)dH"™ (V)

Verifica-se imediatamente que o termo

f(X) . DT (X — Y)y(Y)dH"'(Y)

esta bem definido. Se f € C%,
|DyI(X = Y)[F(Y) = f(X)]| < 12|~

e portanto integravel.



Uma excursao sobre a teoria de EDPs Elipticas Teoria de Schauder

oe

Estabelencendo o Teorema de Schauder

/D,-,-r(x— V){(Y)dY = /D,-,-r(x— Y)[F(Y) - (X)) dY
Q

+ f(X) /6 . DT (X — Y)y(Y)dH"™ ' (Y)

Assim, se f € C%, a expressao

¢i(X) = /QD,-,-I‘(X— Y)[f(Y)—f(X)]dY

+  f(X) . Dir (X — Y)y(Y)dH"™'(Y),

esta bem definida.
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Estabelencendo o Teorema de Schauder

/D;jI'(X— )I(Y)dY = / Dyr (X = Y)[f(Y) - f(X)]dY
Q

+ f(X) / DiT(X — Y)y(Y)dH"(Y)
Q
Assim, se f € C%, a expressao

6i(X) = /Q DiT(X — Y)[F(Y) — (X)) dY

+  f(X) . DiT(X — Y)y(Y)dH" 1 (Y),

esta bem definida. N&o é dificil verificar que D;jN; = ¢; e que
¢j; € localmente a-Hdlder continua.
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Estabelencendo o Teorema de Schauder

/D,-,-I'(X— V(Y)Y = / DyT(X — Y)[F(Y) - ((X)] dY
Q
X / DIF(X — V) (Y)dH™ (V)
o0
Assim, se f € C%, a expressao

6i(X) = /Q DiT(X — Y)[F(Y) — (X)) dY
+ f(X) [ DIr(X—Y)y(Y)dH"'(Y),
o0
esta bem definida. Nao ¢ dificil verificar que D;jN; = ¢;; e que
¢j € localmente a-Hb6lder continua. Ademais

[$ilce () < C(n,a, Q) [flga(e) O
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Estimativas de Schauder: uma nova visao da teoria

Nosso Objetivo

Desenvolder uma nova solu¢do (geométrica) a teoria de
Schauder, verséatil e poderosa o suficiente para contemplar
equagdes ndo-lineares com coeficientes variaveis.
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Estimativas de Schauder: uma nova visao da teoria

Nosso Objetivo

Desenvolder uma nova solugcao (geométrica) a teoria de
Schauder, versétil e poderosa o suficiente para contemplar
equacoes nao-lineares com coeficientes variaveis.

Estratégia

Mostraremos que se Au = fem By e f é a-HOlder continua na
origem, entao existe um polindmio quadratico

P(X) = X'AX +b- X + ¢, com |A| + |b| + |c| controlado por
[Ull By + [flca(o), tal que

u(X) - P(X)| < CIX[2*.

Ou seja u é C%“ na origem.
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Estimativas de Schauder: uma nova visao da teoria
Estratégia

existe um polinémio quadratico P(X) = X!AX + b- X + ¢, com
|A| + |b| + |c| controlado por U]/~ (s,) + [flce(0), tal que

u(X) = P(X)| < CIX[2*.

Ou seja u é C>“ na origem.
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Funcdes harmdnicas proximas de solugdes da
Equacéo de Poisson

Conseguéncia do Principio do Maximo
Se

Au=f, emB;.
Entao,

’
[Ull oo (By) < Ul Lo (a8, + 57||f||L<>o(B1)-
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Funcdes harmdnicas proximas de solugdes da
Equacéo de Poisson

Conseguéncia do Principio do Maximo
Se
Au=1f, emB;.

Entao,
Ul (B,) <HUHL°°(BB1)+ Hf”LOO(B1)

Assim, se h é a funcdo harménica em B; com valores u na
fronteira, temos

’
U — hllo(sy) < >n 1fll o< (8y)
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Lema Chave de lteracao

Lemma

Fixado 0 < o < 1, existem constantes Cy > 0,0 < \g< 1 e
0 < ¢ < 1 tais que para quaisquer u e f com Au = f em B;,
ulle(yy < 1 € [|fl[L(B,) < €0, € possivel encontrar um
polinbmio quadratico harménico p(X) = X'AX + b- X + c tal
que

u(X) —p(X)| < X2*t®,  para qualquer | X| < Xo.
0

Ademais,
|A| + |b| + |c| < Cp.
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Lema Chave - Passo 1
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Prova do Lema Chave

e Seja h harménica tal que ||u — h||~ < €.
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Prova do Lema Chave

e Seja h harménica tal que ||u — h||~ < €.

o Defina p(X) := %X’D2h(O)X + Dh(0) - X + h(0).
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Prova do Lema Chave

e Seja h harmbnica tal que ||u — h||« < €p.

e Defina p(X) := %XtDzh(O)X—F Dh(0) - X + h(0).
Coeficientes universalmente controlados por estimativas
elipticas.
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Prova do Lema Chave

e Seja h harmbnica tal que ||u — h||« < €p.

e Defina p(X) := %X’Dzh(O)XJr Dh(0) - X + h(0).
Coeficientes universalmente controlados por estimativas
elipticas.

e |h(X) — P(X)| < Co|X|? devido ao controle em D3h(0).



Teoria de Schauder

O000@0000

Prova do Lema Chave

Seja h harménica tal que ||u — || < €p.

Defina p(X) := %X’Dzh(O)X + Dh(0) - X + h(0).
Coeficientes universalmente controlados por estimativas
elipticas.
|h(X) — P(X)| < Co|X|® devido ao controle em D3h(0).
Desigualdade Triangular fornece

ju(X) —p(X)| < e+ $0|X!3
< e+ é)\fﬁa, para | X| < \g
< )\(2)+O¢'

se \g < 1 e ¢y forem escolhidos adequadamente.
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Verséao pontual do Teorema de Schauder

Theorem
Considere a equacao de Poisson Au = f em By. Suponhamos
que para0 < a < 1, f seja a-Hblder continua na origem. Ou
seja,
(X)) — £(0)]
flee(o) :== SUp ————+—
[flce (o) Xeg X[

Entdo u é C>“ na origem.

< +00.
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Verséao pontual do Teorema de Schauder

Theorem

Considere a equacao de Poisson Au = f em By. Suponhamos
que para0 < a < 1, f seja a-Hblder continua na origem.
Entdo u é C>“ na origem. Mais presisamente, existe um
polinémio quadratico p(X) = X'AX + b- X + ¢ tal que
Ap=f(0)e

|u(X) = p(X)| < Co - (llulli=(gy) + [loa(o)) IXIZF,

para uma constante Cy que depende apenas da dimensao e
do expoente a.
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Verséao pontual do Teorema de Schauder

Theorem

Considere a equacao de Poisson Au = f em By. Suponhamos
que para0 < a < 1, f seja a-Hblder continua na origem.
Entdo u é C>“ na origem. Mais presisamente, existe um
polinémio quadratico p(X) = X!AX + b- X + c tal que
Ap=f(0) e

lu(X) = p(X)| < Co - (llullise(sy) + [floa(oy) IXIZH,

para uma constante Cy que depende apenas da dimensao e
do expoente . Ademais o seguinte controle dos coeficientes
€ garantido:

Al + 16l + [el < Co (llull<(gy) + £(0) + [flca(o)) -
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Prova do Teorema de Schauder

Passo 0 Podemos assumir f(0) = 0, ||ul| 5y < 1€
[flce(0) < e€o-
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Prova do Teorema de Schauder
Passo 0 Podemos assumir f(0) = 0, ||u| =~y < 1€
[flca(o) < €o0- De fato, se v(X) = du(rX), X € By,
observamos

HVHLDO(B1) S(SHUHL‘X’(BQ e AV:5r2f(I'X).
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Prova do Teorema de Schauder

Passo 0 Podemos assumir f(0) = 0, ||ul| 5y < 1€
[flce(0) < e€o-

Passo 1 Existem polindmios harménicos
Pk k
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Verificacdo do Passo 1: Argumento de Inducao
e Caso i = 1. Exatamente o Lema Chave
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Verificacdo do Passo 1: Argumento de Inducao

e Caso i = 1. Exatamente o Lema Chave
e Assumindo i = k, a funcao

(U= pr)(AX)
v(X) = W, em B;,

esta nas hipéteses do Lema Chave.
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Verificacdo do Passo 1: Argumento de Inducao
e Caso i = 1. Exatamente o Lema Chave
e Assumindo i = k, a funcao
(v = pK)(A6X)
N
esta nas hipéteses do Lema Chave.
¢ Assim, exite polinémio P tal que

v(X) — P(X)| < X3%®,  para |X] < Ao.

v(X) = em By,
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Verificacdo do Passo 1: Argumento de Inducao
e Caso i = 1. Exatamente o Lema Chave
e Assumindo i = k, a funcao
(U — pr)(NX)
N
esta nas hipéteses do Lema Chave.
¢ Assim, exite polinémio P tal que
v(X) — P(X)| < X3%®,  para |X] < Ao.
e Reescrevendo a conclusao acima, obtemos

u(X) — pr(X) = AZT)p (Aa"X) | < AlkrnEre)

V(X) = em B17
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Verificagao do Passo 1: Argumento de Indugéo
e Caso i = 1. Exatamente o Lema Chave
e Assumindo i = k, a funcao

(u— p)(A6X)

V(X) = @tk

em By,

esta nas hipéteses do Lema Chave.
Assim, exite polindbmio P tal que

v(X) — P(X)| < X3%®,  para |X] < Ao.
Reescrevendo a conclusdo acima, obtemos

Assim o (k + 1)-ésimo passo de inducdo est verificado se
definirmos

Pr1(X) = p(X) + AT P (/\akx) :
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Prova do Teorema de Schauder - Conclusao
Passo 2 Existe polindmio limite

Pi(X) — Poo(X) = X' Ao X + bsc X + Coc.
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Prova do Teorema de Schauder - Conclusao
Passo 2 Existe polindmio limite

Pr(X) — Poo(X) = X'As X + boo X + Coo.
Segue-se do controle dos coeficientes que
P = Pl < Gy (AGHIXIZ 4 AT x| 4+ AT

para Cy = Co(ro — A7) ~1,
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Prova do Teorema de Schauder - Conclusao
Passo 2 Existe polindmio limite

Pr(X) — Poo(X) = X'As X + boo X + Coo.
Segue-se do controle dos coeficientes que

o «a a)k
P = Pl < Gy (AGHIXIZ 4 AT x| 4+ AT

para Cy = Co(ro — A7) ~1,
Passo 3 Finalmente, dado X € By, existe k tal que
M < |X| < Ak, Assim,

[U(X) = Poo(X)| < U= Pi| + | Pk — Pu
(2+a)k

< (1+3Ch)A

)\S+a ’X| "

IN



Uma excursao sobre a teoria de EDPs Elipticas Teoria de Schauder
0000000 (ele}
0000
000000000
000000000

Equacdes com coeficientes C - Parte |

Theorem (Teoria de Schauder ndo-variacional)
Seja ajj( X) uniformemente eliptica. Assumimos que a;; € C* e

aj(x)Dju=f e C*

Entdo u € C?©.
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Equacdes com coeficientes C* - Parte Il

Theorem (Teoria de Schauder Variacional)
Seja ajj( X) uniformemente eliptica. Assumimos que a;; € C* e

div (a;(X)Du) = f € C°

Entdou e C'*,
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Teoria C'* para problemas elipticos com estrutura
divergente

Objetivo
Iremos desenvolder a teoria de regularidade C'* para
solucdes fracas de problemas da forma divergente

div (aj(X)Du) = f, em B, (7)

sob condicdes de elipticidade e a-Hdlder continuidade de
aj(X) e f(X).
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Revisando a técnica

1. Achar uma fungdo harménica “préxima" da fungao em
questao.
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Revisando a técnica

1. Achar uma fungdo harménica “préxima" da fungao em
questao.

2. Estabelecer um Lema Chave que representa uma versao
discreta do Teorema.
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Revisando a técnica

1. Achar uma fungdo harménica “préxima" da fungao em
questao.

2. Estabelecer um Lema Chave que representa uma versao
discreta do Teorema.

3. lterar o Lema Chave para concluir, no limite, a
regularidade pontual desejada.
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Método de compacidade: estabelecendo o 10 passo
do programa

Lemma

Fixados 0 < A < A e dado § > 0, existe um ¢ > 0 tal que para
qualquer solucdo da equacio (7) com

|aj(X) —1d|[;2(g,) + Ifll2(8,) < &,
existe uma fungdo harménica h em By , tal que

HU - h||L2(B1/2) S 6’
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Fungbes Holder continuas no sentido L2

O Lema anterior fornece uma fun¢ao harménica préximo de u
na métrica do L?. Com o cronograma a ser seguido em méos,
somos naturalmente levados a seguinte definicao.
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Fungbes Holder continuas no sentido L2

O Lema anterior fornece uma funcao harménica préximo de u
na métrica do L?. Com o cronograma a ser seguido em méos,
somos naturalmente levados a seguinte definicao.

Definition
Seja f: By — R uma fungao real e 0 < a < 1. Dizemos que f é
a-Hélder continua na origem no sentido L2, se

[flce

igem - f. en d F . . d L F
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Equivaléncia da Teoria Classica e Teoria L2: Espacos
de Morrey e Campanato

Theorem

Seja f € L2(By) uma fungdo o-Hélder continua no sentido L2.
Entéo f é a-Héblder continua no sentido classico, i.e.,

[f(X) —f(Y)| < C|X — Y|

Ademais, existe uma constante c(n, o) dependendo apenas da
dimensé&o e do expoente «, tal que [f]c- < c(n, a)[f] cs,
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Teorema de Schauder

Theorem

Seja u uma solugéo fraca de (7) e assuma que aj ¢ eliptica e
a-Hélder continua na origem no sentido L?. Entdo existe uma
fungdo afim L(X) = b- X + c tal que

1/2
2 14+«
A ju—L| dX> < Co (\UHLZ(Bq) + [al]']sz(O)Jr[f]CLaz(O)) r'ee,

para uma constante Cy que depende apenas da dimensao n,
das constantes de elipticidade, A, \ e do expoente o.. Ademais,

|b| + |c| < Co.
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Closing

Préxima Aula

Problemas Variacionais e a teoria de regularidade de De
Giorgi.
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Closing

Proxima Aula
Problemas Variacionais e a teoria de regularidade de De
Giorgi.
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