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1. Funcionais que assumem a norma

Em tudo o que se segue, denotamos por K o corpo R dos ntimeros reais ou o corpo C dos
numeros complexos.
Seja X um espago normado (sobre K). Denotamos por X' o dual topoldgico de X, ou

seja, o espago vetorial de todos os funcionais lineares continuos sobre X munido da norma

Il = sup [f(z)] (f € X,

r€Bx
onde By denota a bola unitaria fechada de X. Sabemos que X’ é um espaco de Banach.
Dizemos que um funcional f € X’ assume a norma se o supremo na defini¢ado da norma de

f é um maximo, ou seja, se existe um ponto xy € By tal que

LFIF= 1 (o)l

o que equivale a dizer que existe um ponto x; € By tal que || f|| = f(z1).

Como ilustragao vamos determinar os funcionais sobre ¢y que assumem a norma:

Exemplo 1. Para cada a = (a,)nen € 41, seja f, : ¢g — K dado por

falz) = Zanxn (z = (Zp)nen € ).

Pela Proposicao 3.1 de [26], cada f, pertence a (cp)’ e a funcao

a € 51 g fa € (Co)/



¢ um isomorfismo isométrico. Seja
A= {(ao,...,an,0,0,...);meNeag,...,an, € K}.

Vamos mostrar que os funcionais f € (¢)’ que assumem a norma sdo exatamente os fun-

cionais da forma f, com a € A. De fato, se a = (ag,...,a,,0,0,...) € A e escrevemos
an = |an|e? com 6, € [0,27] (0 <n <m), entdo = (e, ... e ¥ 0,0,...) € B, e
m m
[fa(@) =D ane™® | =" lan| = [lall = || fall,
n=0 n—=0

provando que f, assume a norma. Por outro lado, se a = (ay)neny € (1\A ez = (,)nen € By,

entao existe r € N tal que a, # 0 e |z,] < 1/2, donde

o)l = |3 ozl < el + %0 < fall = 15
n=0

n#r

provando que f, nao assume a norma.

O exemplo anterior mostra que existem funcionais lineares continuos sobre ¢y que nao

assumem a norma. Esse fenomeno nao ocorre em espacos reflexivos, como nos diz a seguinte

Proposigao 2. Se um espago normado X € reflexivo, entdao todo funcional f € X' assume

a norma.

Podemos provar este resultado usando um dos corolarios canénicos do teorema de extensao
de Hahn-Banach. Para futura referéncia vamos enunciar este teorema e o referido corolério

a seguir.

Teorema 3 (Teorema de extensao de Hahn-Banach). Se X € um espago normado, M € um

subespaco vetorial de X e f € M', entdo existe f € X' tal que
flu=7 e |flI=17l

Corolario 4. Se x é um vetor nao nulo em um espago normado X, entdao existe f € X' tal

que

IFr=1 e flx)= I

Estes resultados podem ser encontrados em praticamente qualquer livro de Andlise Fun-

cional. Veja [26], Teorema 8.2 e Corolario 8.1, por exemplo.



Provemos agora a Proposicao 2. Dado um funcional nao nulo f € X', segue do Corolério 4
que existe ¥ € X" tal que ||| =1 e ¥(f) = || f|l. Como X é reflexivo, existe o € X com
|zo]| = 1 tal que ¥(g) = g(zo) para todo g € X'. Em particular, ||f|| = ©(f) = f(zo),

provando que f assume a norma.

Um teorema profundo devido a Robert James afirma que a reciproca da Proposicao 2 é

verdadeira dentro da classe dos espagos de Banach:

Teorema 5 (James). Se X ¢é um espaco de Banach e todo funcional f € X' assume a

norma, entao X € reflexivo.

Este teorema foi obtido por James em [9] para espagos separaveis e em [10] no caso geral.
Mencionemos que James havia provado em [8] que um espago de Banach separdvel X com
base de Schauder é reflexivo se todo f € X’ assume a norma em qualquer cépia (isomorfa)
de X e que, pouco depois, Victor Klee [13] conseguiu remover a hipétese de X ter uma base
de Schauder. Mencionemos também que o préprio James exibiu em [11] um espago normado
nao completo (logo nao reflexivo) com a propriedade de que todos os seus funcionais lineares
continuos assumem a norma.

Para a demonstracao do teorema de James, veja o artigo [12] no qual James apresenta
uma demonstracgao simplificada do seu teorema.

Motivado pelo teorema de James, Robert Phelps definiu em [21] o conceito de subrefle-
xividade: um espaco normado X é dito subreflexivo se o conjunto dos funcionais f € X’ que
assumem a norma é denso em X'. Neste artigo Phelps obteve varias condicoes suficientes para
que um espaco normado seja subreflexivo e construiu um exemplo de um espaco normado
que nao é subreflexivo (o artigo [22] contém uma corre¢ao para [21]). Pouco depois, Errett
Bishop e Robert Phelps [1] provaram que todo espaco de Banach é subreflexivo. Em outras

palavras, temos o seguinte teorema profundo:

Teorema 6 (Bishop-Phelps). Para todo espago de Banach X, o conjunto dos funcionais

f € X' que assumem a norma € denso em X'.

Os proprios Bishop e Phelps estabeleceram generalizacoes deste teorema no artigo [2].
Apresentaremos essas generalizagoes nas proximas duas segoes. O Teorema 6 seguird entao

como um corolario.



Observamos que a presente exposicao foi baseada principalmente nos artigos originais

[2,15,16] e na dissertagao [4].

2. Os teoremas de Bishop-Phelps - caso real

Dados um espaco normado real X, um subconjunto convexo C' de X e um funcional

f € X', dizemos que:

e f éum funcional suporte para C' se f nao é nulo e existe um ponto xg € C' tal que
f(xo) = sup f(x).
zeC

Neste caso, dizemos que xg é um ponto suporte de C.

e f é um funcional modulo-suporte para C' se f nao é nulo e existe um ponto zy € C tal

que

|f (o) = sup [ f(x)]

zeC

Neste caso, dizemos que xg é um ponto maodulo-suporte de C'.

Como todo funcional linear continuo nao nulo é uma aplicacao aberta, segue que todo
ponto suporte de C' e todo ponto médulo-suporte de C pertence a fronteira de C'. Observemos
também que no caso em que C' é simétrico (isto é, “x € C' = —x € C”), os conceitos de
funcional suporte para C' e ponto suporte de C' coincidem com os conceitos de funcional
modulo-suporte para C' e ponto médulo-suporte de C, respectivamente.

A ferramenta chave para a construcao de funcionais suporte e de pontos suporte é a
seguinte versao do teorema de separacao de Hahn-Banach (veja [26], Coroldrio 8.4, por

exemplo):

Teorema 7 (Teorema de separagao de Hahn-Banach). Sejam C' e B subconjuntos convexos
ndo vazios de um espaco normado real X tais que Int B # () e C NInt B = (). Entdo existe

f € X' nao nulo tal que

sup f(z) < inf f(y).

zeC yeB
Observe que se CN B # 0 e xy € C'N B, entao

sup f(z) = f(zo) = nf f(y),

zeC yeB



mostrando que f é um funcional suporte para C' e xy é um ponto suporte de C. No que se
segue esta observacao serd aplicada no caso particular em que B é uma translacao de um
cone convexo. Relembremos que um subconjunto nao vazio K de X ¢ dito um cone convexo
se K é um conjunto convexo e tr € K sempre que z € K et > 0. Se K é um cone convexo

em X, A é um subconjunto de X e z¢ € A, dizemos que K + xq suporta A em xy se
Com esta definicao, temos a seguinte consequéncia imediata do teorema anterior:

Lema 8. Sejam X um espaco normado real e C' um subconjunto convero de X. Se K é um
cone convexo em X com interior nao vazio, K # X, xo € C' e K 4 x¢ suporta C' em x,

entao eziste f € X' nao nulo tal que

sup f(z) = f(zo) = inf f(y).
zeC yeK+zo

Em particular, f € um funcional suporte para C e x¢ é um ponto suporte de C.

Dessa forma, a existéncia de funcionais suporte e de pontos suporte para C' se reduz a
existéncia de cones convexos que suportam C' e tém interior nao vazio. Os cones convexos
que usaremos para tal fim serdo do seguinte tipo: se X é um espago normado real, f € X',

|fIl=1er >0, definimos
K(f,r)={z € X;|z| <rf(x)}.
Vejamos algumas propriedades desses cones:

Proposicao 9. Sejam X um espago normado real, f € X' com ||f|| =1, er > 0. Temos

que:
(a) K(f,r) é um cone convezo fechado.

(b) Se x € K(f,r) ex #0, entio —x & K(f,r).
(c) Ser > 1 entio K(f,r) tem interior nao vazio.

Demonstragao. A propriedade (a) é clara. Se x,—z € K(f,r) entao |z| < rf(x) e

|z|| < —rf(z), donde x = 0, provando a propriedade (b). Se r > 1 entao o conjunto aberto



{z € X;||z|| < rf(x)} ndo é vazio (pois ||f]| = 1) e, obviamente, esta contido em K(f,r), o

que prova a propriedade (c).

O préximo lema fundamental estabelece condigoes para a existéncia de um cone convexo

que suporta um dado conjunto.

Lema 10. Suponha X um espago normado real, A um subconjunto completo de X e f € X'
tal que ||f|| =1 e f € limitado superiormente em A. Dados z € A er > 0, existe xy € A tal
que

ro € K(f,r)+2z e K(f,r)+xo suporta A em xo.

Demonstracao. Ponha K = K(f,r). Definimos uma relacdo de ordem “<” sobre X

declarando x < y exatamente quando y — x € K, o que equivale a dizer que

ly —xf| < r[f(y) = f(2)].

Logo,
ryeX e x<y = flx)<f(y). (1)

Com esta definicao, note que xg € K + z se e somente se xy > z, e K + xg suporta A em x
se e somente se o unico elemento de A que é maior ou igual a xg é o préprio zg, ou seja, xq €
um elemento maximal de A. Portanto, basta provarmos que A possui um elemento maximal
xg > z. Seja B = {x € A;x > z}. A fim de aplicarmos o lema de Zorn, tomemos um
subconjunto totalmente ordenado W de B e provemos que W tem uma cota superior em B.

Como f é limitada superiormente em A, existe

a = sup f(z).
zeW

Sea € f(W)ew e W satisfaz f(w) = «, segue de (1) que w é elemento méximo de W (j&
que W é totalmente ordenado). Em particular, w é uma cota superior de W em B. Logo,
suponha a ¢ f(WW). Entao existe uma sequéncia crescente t; < ty < t3 < --- em f(W) que
converge para «. Para cada n € N, seja z,, € W tal que f(z,) = t,. Como quaisquer dois

elementos de W sao comparaveis, segue de (1) que
T < Ty <Xz < -+~ (2)

Portanto, ||z, — x,|| < r[f(xm) — f(x,)] = r[tm — t,] sempre que m > n, o que implica que

(x,) é uma sequéncia de Cauchy em B. Como B = AN (K +2) e K ¢é fechado, B é completo.



Por conseguinte, (x,) converge para um certo y € B. Agora, seja x € W arbitrario. Como
f(z) < o, existe ng > 1 tal que f(x) < t,, = f(xn,). Por (1) e (2), x < x,, para todo n > ny,
e assim

|xn — x|| < r[f(z,) — f(z)] para todo n > ny.

Fazendo n — oo, obtemos
ly =zl < rlf(y) — f(@)],

ou seja, y > x. Isto prova que y é uma cota superior de W em B. Portanto, pelo lema de
Zorn, B possui um elemento maximal xy. Claramente xq > z e xy também é um elemento

maximal de A. Isto completa a demonstracao.

Teorema 11 (Bishop-Phelps). Se C' é um subconjunto convexo e fechado de um espaco de

Banach real X, entdo o conjunto dos pontos suporte de C' € denso na fronteira de C.

Demonstracao. Suponha que z pertence a fronteira de C' e fixe € > 0. Seja w € X\C tal
que ||w — z|| < €¢/2. Como C é fechado, existe uma vizinhanga aberta e convexa V' de w tal
que V C X\C. Pelo teorema de separagao de Hahn-Banach (Teorema 7), existe f € X’ com
I/l =1 tal que

sup f(z) < yirelg fly) < flw).

zeC
Como C' é completo, o Lema 10 garante a existéncia de um ponto zy € C' tal que

ro € K(f,2)+2 e  K(f,2)+ xo suporta C' em .

Pelo Lema 8, xy é um ponto suporte de C. Como z¢—z € K(f,2), 2o € C e || f| = 1, temos
que

[zo = 2]l < 2[f(x0) = f(2)] < 2[f(w) = f(2)] < 2flw — 2] <,

como desejado.
Como consequéncia imediata temos o seguinte resultado:

Corolario 12. Seja C' um subconjunto convexo e fechado de um espaco de Banach real X .

Se C' ¢ simétrico, entdo o conjunto dos pontos modulo-suporte de C' € denso na fronteira

de C.

Observemos que sem a hipétese adicional de C ser simétrico, a conclusao do corolario

acima pode ser falsa. Por exemplo, se X = R e C' = [—1,2], entao |f(2)| = 2|f(—1)| para



todo f € X', donde —1 nao é ponto mdédulo-suporte de C.
O teorema anterior responde na afirmativa a seguinte pergunta feita por Klee [14]:

Serd verdade que todo subconjunto nao vazio, convexo, fechado e limitado de um

espaco de Banach real tem pelo menos um ponto suporte?

Note que a hipdtese de C' ser limitado é supérflua para uma resposta afirmativa a esta
pergunta. Apesar da observagao feita imediatamente apds o Corolario 12, também obtemos
uma resposta afirmativa se considerarmos ponto médulo-suporte ao invés de ponto suporte.
De fato, isto decorre do Teorema 16 que veremos mais adiante. Todavia, neste caso, a
hipétese de C' ser limitado é essencial: se X = R e C' = [0,+00), entdo o conjunto dos

pontos modulo-suporte de C' é vazio.

Para provarmos a densidade dos funcionais suporte, precisaremos do seguinte resultado

devido a Phelps [23]:

Lema 13. Sejam X um espago normado real, f,g € X' com ||f|| = |lg]] =1, e e > 0. Se

lg(z)| < €/2 sempre que x € ker f e ||z|| < 1, entao

If+gl<e ou |[f—ygl<e

Demonstracao. Considere o subespago M = ker f de X. Como g|y € M’, o teorema de

extensao de Hahn-Banach (Teorema 3) garante a existéncia de um funcional h € X’ tal que

hlvu =gl e [bl]l = llglull < €/2,

pela hip6tese. Como g—h = 0 em M, existe a € R tal que g—h = af. Como ||f|| = ||g]| = 1,
obtemos

11— el = [llgll = llg = Rll| < [IR]| < /2.
Portanto, se a > 0 entao
1f=gll=10=a)f =hl| <[l —al+[h] <,

e se o < 0 entao

If+gll =0 +a)f +hl <[1+al+ ][] <e



Lema 14. Sejam X um espago normado real e f,g € X' com || f|| = |lg|| =1. Se0 <e< 1,
r>1+2/eeg(x) >0 para todo x € K(f,r), entdo

If =gl <e

Demonstragao. Como r~'(1+2/¢e) < 1= |/ f||, existe 7o € X tal que
lzol =1 e flwo) >r (1 +2/e).
Se x € ker f e ||z|| < 1, entao
o 2 o] < fleoll + 2 lall < 142 < rf(wo) = rf(mo £ 2 ),

donde zo+2 2 € K(f,r). Pela hipétese, g(zo+2 x) > 0, donde |g(2 z)| < g(z0) < [lg]/[|zol =
1, ou seja, |g(z)] < €/2. Logo, pelo Lema 13, ||f + g|| < € ou ||f — ¢|| < e. Agora, tome
z € X tal que

lzl=1 e  f(z) >max{r ' e}
Como ||z|| =1 < rf(2), ouseja, z € K(f,r), temos que g(z) > 0. Logo,
If+9ll = (f +9)(2) = f(2) + 9(2) > e+ 9(2) > €.
Isto prova que nao ocorre o caso ||f + g|| < e. Assim, ||f — g|| < ¢, como desejado.

Teorema 15 (Bishop-Phelps). Se C' é um subconjunto nao vazio, convexo, fechado e limi-
tado de um espaco de Banach real X, entao o conjunto dos funcionais suporte para C é

denso em X'.

Demonstracao. Fixe f € X'\{0} e 0 < e < 1. Seja h = f/||f|| € X' e escolha z € C e
r > 1+ 2/e. Pelo Lema 10, existe xy € C tal que

xg € K(h,7)+2z e  K(h,7)+ xo suporta C em x.
Ponha K = K (h,r). Pelo Lema 8, existe g € X’ com ||g|| = 1 tal que

su z) = g(xg) = Inf )
supg(z) = g(wo) = inf 9(y)

Em particular, g é um funcional suporte para C. Como g(zo) = infyexis, 9(y) = g(z0) +

inf ek g(y), vemos que g(y) > 0 para todo y € K. Logo, o Lema 14 garante que ||h —g|| <e.



Assim, ¢ = ||f|lg é um funcional suporte para C e ||f — ¢| < €||f]|, o que completa a

demonstragao.

Aplicando o teorema anterior com C' = By, obtemos o Teorema 6 para espacos reais.

Além disso, o teorema anterior também implica imediatamente o seguinte resultado:

Seja C' um subconjunto nao vazio, convexo, fechado e limitado de um espaco de
Banach real X. Se C' € simétrico, entao o conjunto dos funcionais modulo-suporte

para C' € denso em X'.

Entretanto, ao contrario do que ocorre com o Coroldrio 12 (no qual a hipdtese de C' ser
simétrico é essencial), aqui a hipdtese de C' ser simétrico é supérflua, como nos mostra o

seguinte

Teorema 16. Se C' € um subconjunto nao vazio, convexo, fechado e limitado de um espaco

de Banach real X, entdo o conjunto dos funcionais médulo-suporte para C' € denso em X'.

Demonstracao. Para cada f € X', sejam

a(f) =—inf f(z) e  B(f)=supf(z)

zeC xeC

Note que
sup | f(z)| = max{a(f), 3(f)}.

zeC
Além disso, como C' é limitado, as funcoes

feX'—a(f)eR e [feX —pB(f)eR

sao continuas. Fixemos f € X’ e ¢ > 0. Pelo Teorema 15, existe um funcional suporte g

para C' tal que
lg — fIl < e/2.

Se sup,cc |9(x)] = sup,ec g(x), entdo g é um funcional médulo-suporte para C' e nao hd
mais nada a fazer. Suponhamos

sup [g(z)| # sup g(x).

zeC zeC
Entao ((g) < a(g), donde a(—g) < 5(—g). Novamente pelo Teorema 15, existe um funcional

suporte h para C' tal que
1h = (=g)ll <e/2.

10



Além disso, escolhendo h suficientemente préximo de —g, nds também teremos que a(h) <

B(h). Por conseguinte,
sup [h(z)| = G(h) = sup h(z),

zeC zeC

o que implica que h é um funcional médulo-suporte para C. Logo, —h é um funcional
modulo-suporte para C' e

€

[(=h) = FIl < I(=R) = gll + llg = fIl < 5 + 5

= 6’
como queriamos demonstrar.

Os teoremas de Bishop-Phelps permanecem validos se X for apenas um espaco normado
(nao necessariamente completo) desde que suponhamos C' completo ao invés de fechado. Isto
decorre do fato de usarmos apenas a completude de C' e ndao de X (veja o Lema 10). Todavia,
alguma condicao de completude é necessaria. Com efeito, Bishop e Phelps provaram em [2]

que vale uma certa reciproca do Teorema 15, a saber:

Se X ¢ um espago normado nao completo, entdo existe um subconjunto convexo,
fechado e limitado C' de X com interior nao vazio tal que o conjunto dos funcionais

suporte para C nao é denso em X'.

Assim, a validade do Teorema 15 caracteriza a classe dos espacos de Banach dentro da classe

dos espacos normados.

Sobre a possibilidade de estender os teoremas de Bishop-Phelps a espacos localmente

convexos, Peck[20] deu uma resposta negativa:

Se (Xp)n>1 € uma sequéncia infinita de espagos de Banach nao reflexivos, entdo o
oo

espaco produto X = H X, contém um subconjunto nao vazio, convero, fechado e
n=1
limitado que nao tem pontos suporte.

Note que este X é um espaco de Fréchet, que é separavel caso cada X,, o seja. Entretanto,
alguns resultados positivos sobre densidade (na norma) de pontos suporte foram obtidos por
Phelps[24] e Luna[18] no caso de um espago dual X’ munido da topologia fraca estrela, onde

X é um espaco de Banach.

11



3. Os teoremas de Bishop-Phelps - caso complexo

Dados um espaco normado complexo X, um subconjunto convexo C' de X e um funcional

f € X', dizemos que:

e f éum funcional suporte para C se f nao é nulo e existe um ponto zy € C tal que

Re f(zo) = sup Re f(x).

zeC

Neste caso, dizemos que xg é um ponto suporte de C.

e f é um funcional modulo-suporte para C' se f nao é nulo e existe um ponto zy € C tal

que

|f (o) = sup [ f(x)]

zeC
Neste caso, dizemos que xg é um ponto maodulo-suporte de C.

Como todo funcional linear continuo nao nulo é uma aplicacao aberta, segue que todo
ponto suporte de C' e todo ponto médulo-suporte de C' pertence a fronteira de C'. Observemos

também que se C' ¢é circular (isto é, “A € C,|A\| =1ex € C = Az € C”) entdo

sup Re f(r) = sup | f(z)],

zeC zeC

para todo f € X'. Com efeito, a desigualdade “<” é Gbvia. Por outro lado, se x € C' e es-
crevemos f(x) = |f(x)|e? com 6 € [0,27], entdo e ¥z € C e |f(z)| = e P f(x) = f(e ¥x) =
Re f(e7"z), o que prova a desigualdade oposta. Logo, no caso em que C ¢é circular, os
conceitos de funcional suporte para C' e ponto suporte de C' coincidem com os conceitos de

funcional médulo-suporte para C' e ponto moédulo-suporte de C, respectivamente.

Se X é um espac¢o normado complexo, denotamos por Xr o espaco normado real obtido

de X restringindo o corpo de escalares a R.

Proposicao 17. Seja X um espagco normado complezo.
(a) Se f € X" entaou=Re f € (Xg) e
f(z) =u(z) —iu(iz) (xe€ X).
(b) Seu € (Xr)" e definimos f pela formula acima, entio f € X'.
(c) Se f e X' eu=Ref, entio | f| = ||ul.

12



Demonstracgio. (a): E facil verificar que u € (Xg)'. Seja v = Im f. Como

u(iz) +w(iz) = f(iz) =if(x) = i(u(z) +iv(x)) = iu(z) — v(z),

temos que v(x) = —u(iz) (r € X), o que prova a férmula desejada.
(b): Como u é continua, f também o é. A linearidade de f decorre facilmente do fato de
que
fliz) = u(iz) —iu(—2x) = u(iz) + iu(z) = i(u(x) — tu(iz)) = if(x),
para todo x € X.
(c): Como |u(z)] < |f(x)| para todo x € X, vemos que |[u| < | f|l. Por outro lado, se

1 € By e escrevemos f(x) = |f(z)|e? com 6 € [0,27], entao
(@)l = e f(2) = fle™"x) = ule™x) = [u(e™x)| < [lull,
ja que e~z € Bx. Isto implica que ||f|| < ||u].

Teorema 18 (Bishop-Phelps). Se C' é um subconjunto convezo e fechado de um espago de

Banach complexo X, entao o conjunto dos pontos suporte de C' € denso na fronteira de C.

Demonstracao. Suponha que z pertence a fronteira de C' e fixe ¢ > 0. Pelo Teorema 11,
existem u € (Xg)' e zg € C tais que
u(zg) =supu(z) e |lzg—z| <e
zeC

Definindo f(z) = u(z) —iu(iz) (x € X), obtemos um funcional f € X’. Como

Re f(xo) = u(xo) = supu(x) = sup Re f(z),
zeC zeC
concluimos que xy é um ponto suporte de C.

Como consequéncia imediata temos o seguinte resultado:

Corolario 19. Seja C' um subconjunto convexo e fechado de um espaco de Banach complexo

X. Se C ¢ circular, entdo o conjunto dos pontos modulo-suporte de C € denso na fronteira

de C'.

Observemos que sem a hipétese adicional de C ser circular, a conclusao do corolario acima

pode ser falsa (mesmo se C' for simétrico). Por exemplo, se
X=C e C={z€Cz|<lel|lmz| <1/2},
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entdo o conjunto dos pontos médulo-suporte de C' estd contido no circulo unitario {z €
C;|z| = 1}, e assim nao é denso na fronteira de C. De fato, se f € X'\{0} e zp € C

satisfazem |f(z9)| = sup,ec | f(2)], entéo

|f(z0)| = [z0l[f(1)] < [20l[ f (20)],
ja que 1 € C. Isto implica que |z| = 1.

Note que o teorema anterior da uma resposta afirmativa ao caso complexo da pergunta

de Klee:

Serd verdade que todo subconjunto nao vazio, convexo, fechado e limitado de um

espaco de Banach complexo tem pelo menos um ponto suporte?

Teorema 20 (Bishop-Phelps). Se C' é um subconjunto ndo vazio, convezo, fechado e limitado

de um espaco de Banach complexo X, entao o conjunto dos funcionais suporte para C' € denso

em X'.

Demonstracao. Sejam f € X' ee > 0. Como u = Re f € (Xg)’, o Teorema 15 garante que

existem ¢ € (Xg)" e z € C tais que

p(zo) =supp(z) e [o—ul <e
zeC

Definindo g(z) = p(z) —ip(iz) (x € X), obtemos um funcional g € X’. Como

Re g(xo) = ¢(x0) = sup p(z) = sup Re g(z),
xeC xeC

g é um funcional suporte para C. Finalmente, ||g — f|| = [|[Re(g — f)|| = ||¢ — u|| < e.

Aplicando o teorema anterior com C' = By, obtemos o Teorema 6 para espacos complexos.

Além disso, o teorema anterior também implica imediatamente o seguinte resultado:

Corolario 21. Seja C' um subconjunto nao vazio, convezo, fechado e limitado de um espaco
de Banach complexo X. Se C' € circular, entao o conjunto dos funcionais modulo-suporte

para C é denso em X'.

O problema de saber se a conclusao do corolario anterior continua vélida sem a hipdtese
adicional de C ser circular permaneceu em aberto por um longo tempo (veja o artigo [25] de
Phelps, por exemplo). Outro problema que permaneceu em aberto por um longo tempo foi

uma resposta a versao complexa da pergunta de Klee para pontos médulo-suporte:
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Serd verdade que todo subconjunto ndao vazio, convexo, fechado e limitado de um

espaco de Banach complexo tem pelo menos um ponto maodulo-suporte?

Victor Lomonosov mostrou no artigo [16] (veja também [17]) que, ao contrdrio do que
ocorre no caso real (Teorema 16), a resposta para ambos os problemas no caso complexo é
negativa. De fato, Lomonosov exibiu um subconjunto nao vazio, convexo, fechado e limitado
C' de um certo espago de Banach complexo X tal que o conjunto dos funcionais médulo-

suporte para C' é vazio. Apresentaremos este resultado na proxima segao.

4. O contra-exemplo de Lomonosov

Vamos comecar esta secao apresentando alguns preliminares sobre algebras de Banach
que serao necessarios mais adiante. Para um tratamento mais completo, veja o livro [27] por
exemplo.

Uma dlgebra de Banach é um espago de Banach complexo A munido de uma operacao de
multiplicagao

(x,y) EAxAr—ayec A
satisfazendo as seguintes condigoes para quaisquer z,y,z € Ae X € C:
(a) x(yz) = (zy)z;
(b) (z +y)z = zz +yz;
(¢) 2(y + 2) = Yy + xz;
(d) Azy) = (Ae)y = z(Ay);
(@) [lzyll < {l[lly]-
Também vamos supor que existe um elemento e € A tal que:
(f) ze =ex =x (x € A);
(8) llell = 1.
O elemento e, que é obviamente unico, é chamado o elemento unidade de A. Se
xy = yxr para todo x,y € A,
dizemos que A é uma dlgebra de Banach comutativa.
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Se A é uma é&lgebra de Banach, entdo a desigualdade (e) implica que a operacdo de

multiplicacao em A é continua. De fato, se x,, — x e y,, — y em A, entao

[2nyn = 2yl = (@0 — 2)yn + 2(yn — )| < llzn = zllynll + 2l lyn =yl =0,
provando que x,y, — ry em A.
Vejamos alguns exemplos de dlgebras de Banach:

Exemplo 22. (a) Consideremos o espaco de Banach C" de todas as n-uplas (z1,..., z,) de

nimeros complexos munido da norma do maximo

(21, .., z0)|| = max{|z1], ..., |za|}-

Munido da operagao de multiplicacao definida por

(21, 2n) (Wi, oo wy) = (Z1w1, ..y 2pW0),

C™ é uma &lgebra de Banach comutativa. Note que o elemento unidade de C" é a n-upla
(1,...,1). Em particular, C é uma algebra de Banach comutativa.
(b) Seja K um espago de Hausdorff compacto e consideremos o espago de Banach C(K) de

todas as fungoes continuas f : K — C munido da norma do supremo

If1] = sup | ().
zeEK

Munido da operacao de multiplicacao definida por

(f9)(t) = f(t)g(t)  (t € K),

C(K) ¢é uma &lgebra de Banach comutativa. Note que o elemento unidade de C'(K) é a
fungao constante igual a 1.
(c) Seja X # {0} um espago de Banach complexo e consideremos o espago de Banach B(X)

de todos os operadores lineares continuos 7' : X — X munido da norma dos operadores

1Tl = sup [|T(z)]-

=<1

Munido da operacao de multiplicacao definida por

TS=ToS,
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B(X) é uma élgebra de Banach, que nao é comutativa se dim X > 1. Note que o elemento

unidade de B(X) é o operador identidade 1.
O préximo exemplo sera de fundamental importancia nesta segao.

Exemplo 23. Seja D = {z € C;|z| < 1} o disco unitario aberto em C. Denotamos por H*>
o conjunto de todas as funcoes f : D — C que sao holomorfas e limitadas. Definimos as

operagoes de adigao, multiplicacao e multiplicacao por escalar em H> pontualmente:

(f+9)(2) = [(2) +9(2), (f9)(2) = f(2)g(z) e (Af)(2) =Af(z) (z€D).

Munido da norma
| f]l = sup [ f(2)],
z€D

H® é uma élgebra de Banach comutativa, cujo elemento unidade é a fungao constante igual
a 1. Provaremos apenas a completude de H*, ja que as demais propriedades sao simples.

Seja (fn)nen uma sequéncia de Cauchy em H*. Para cada z € D, como

[fu(2) = fn () < | fo = full - (n,m € N),
temos que (f,(2))nen € uma sequéncia de Cauchy em C, donde existe o limite
f(z) = lim fu(z)
em C. Dado € > 0, existe ny € N tal que
|fn(2) = fi(2)] < € sempre que n,m >mng ez € D.
Fixando z € D e n > ng, e fazendo m — oo, vemos que
|fn(2) = f(2)] <€ paratodon >mngez € D.

Portanto, f,, — f uniformemente em D, o que implica que f é uma func¢ao holomorfa ([28],
Teorema 10.28). A desigualdade acima também implica que f é limitada (donde f € H*) e

que f, — f na norma de H*.

Sejam A e B élgebras de Banach. Uma funcao ¢ : A — B é dita um homomorfismo (de

dlgebras) se 1 é linear e satisfaz

blry) = b(@)U(y) para todo 2,y € A,
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Se, além disso, ¥ é bijetivo, entdo dizemos que 1 é um isomorfismo (de dlgebras). Um
homomorfismo nao nulo de A em C é chamado um homomorfismo complexo sobre A. Note

que todo homomorfismo complexo h sobre A satisfaz
h(e) =1,

onde e denota o elemento unidade de A. Com efeito, como h nao é nulo, podemos tomar

y € A tal que h(y) # 0. Como
h(y) = h(ye) = h(y)h(e),
concluimos que h(e) = 1, como desejado.

Proposigao 24. Se A ¢ uma dlgebra de Banach, entdo todo homomorfismo complexo h

sobre A é automaticamente continuo e temos ||h|| = 1.
Demonstragao. Como ||e|]| =1 e h(e) = 1, basta provarmos que
|h(z)] <1 sempre que ||z|| < 1.
Suponhamos que exista z € A tal que ||z|| < 1 e |h(z)| > 1. Seja y = x/h(z). Entao
Iyl <1 e hly) =1

Como ||y"|| < |ly||™ para todo n > 1, os elementos
sn=y Yttty (n>1)

formam uma sequéncia de Cauchy em A, que necessariamente converge para um certo z € A.
Como

Sn—y =yt Yy =gy oy ) =yse (n>2),
fazendo n — oo obtemos z — y = yz. Como h(y) = 1, concluimos que

h(z) = h(y)h(z) = h(yz) = h(z —y) = h(z) = h(y) = h(z) — 1,
uma contradigao.

Seja A uma algebra de Banach comutativa e seja A o conjunto de todos os homomorfismos
complexos sobre A. Como cada elemento de A é uma funcao de A em C, temos que A é um

subconjunto do conjunto produto C*. A topologia induzida em A pela topologia produto
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de C* é chamada a topologia de Gelfand de A. Munido desta topologia, A é chamado o
espaco ideal maximal de A (esta terminologia vem do fato de existir uma correspondéncia
entre os homomorfismos complexos sobre A e os chamados “ideais maximais de A”; veja [27],

Teorema 11.5).

Teorema 25. Se A é uma dlgebra de Banach comutativa, entao o espaco ideal mazximal A

de A é um espaco de Hausdorff compacto.

Demonstracao. Consideremos C* munido da topologia produto. Entao, para cada x € A,
a fungao projecgao

T, fE€Ch— f(x) € C

é continua. Logo, os conjuntos m_*({1}), ker(my4,, — 7z —m,), ker(my, — M) e ker(m,, —m,m,)
sao todos fechados em C#. Como A é exatamente a intersecao de todos esses conjuntos (com
x,y variando em A e A variando em C), A ¢ fechado em C#. Como |h(z)| < ||h]|||z| = ||=]]
para quaisquer = € A e h € A (Proposigao 24), temos que A estd contido no produto
[T e T < Iz},
zeA
que é um subconjunto compacto de C* pelo teorema de Tychonoff. Como a topologia de
A ¢ a topologia induzida pela de C*, concluimos que A é compacto. Finalmente, A é um

espaco de Hausdorff j4 que é um subespaco topolégico do espaco de Hausdorff C4.

Sejam A uma algebra de Banach comutativa e A o espaco ideal maximal de A. Para cada
x € A, definimos a transformacdo de Gelfand de x como sendo a funcao = : A — C dada
por

#(h) = h(z) (heA).

Note que # nada mais é do que a restricio a A da projecao 7, : f € C* — f(z) € C. Logo,

pela definicao da topologia de Gelfand, # é continua. A fungao
reA—zeC(D),

que é conhecida como a transformacdao de Gelfand, é um homomorfismo de algebras. De

fato, para quaisquer z,y € A, A € C e h € A, temos que
Az(h) = h(Ax) = Ah(z) = A& (h) = (A2)(h),
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v+ y(h) = h(z +y) = h(z) + hy) = 2(h) + §(h) = (& + §)(h)

zy(h) = h(zy) = h(x)h(y) = 2(h)§(h) = (29)(h).
No caso da algebra H*, a transformacao de Gelfand é uma isometria, como nos mostra

a seguinte

Proposicao 26. Se A € o espaco ideal mazximal da dlgebra H*, entao a transformacao de

Gelfand é um isomorfismo da dlgebra H™ sobre a subdlgebra > = {f, feH>®}de C(A) e

IfIl=1I£Il para todo f € H*.

Demonstracao. Fixemos f € H*. Como |h(f)| < ||h||llf]l = |If]l para todo h € A

(Proposicao 24), temos que

1f = sup |f(B)| = sup [A(F)] < I|f]-
heA heA

Por outro lado, para cada z € D, a fungdo h, : ¢ € H*® — g(z) € C é claramente um

homomorfismo complexo sobre H*. Por conseguinte,
If1l = sup [R(f)] = sup [h.(f)] = sup | f(2)] = || ]
heA z€D z€D

O préximo teorema é de fundamental importancia nesta se¢ao, ja que o espaco de Banach
X que nele aparece é o espaco com o qual Lomonosov construiu o seu contra-exemplo.
Este teorema pode ser encontrado no livro [7] de Kenneth Hoffman (veja o Capitulo 9),
mas apresentaremos uma demonstracao bastante detalhada a seguir, para a conveniéncia
do leitor. Todavia, iremos precisar de alguns resultados sobre andlise complexa e sobre os

espacos L' e L™, resultados estes que estao devidamente referenciados.

Teorema 27. Fxiste um isomorfismo isométrico f € H™>® f € X' entre o espago de
Banach H* e o dual topolégico X' de um certo espaco de Banach X com a propriedade de

que, para cada z € D, existe um elemento p, € X tal que

flp.) = f(2) para todo f € H*™.
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Demonstragao. Seja T = {z € C;|z| = 1} o circulo unitdrio em C. Denotamos por L*(T)
o espaco de Banach de todas as fungoes Lebesgue integraveis ¢ : T'— C com a norma
Jolli = 5= [ 1o(elat
21 ) ’
e denotamos por L®(T) o espago de Banach de todas as fungoes essencialmente limitadas

¢ : T — C (com respeito a medida de Lebesgue) com a norma

[6lloc = supess|¢],

o supremo essencial de |¢|. Seja

M = {(b c LN(T); p(e™)e™dt = 0 para todo n > O},

—Tr

que é um subespaco vetorial fechado de L!(T), e consideremos o espaco de Banach quociente
X =LYT)/M.
Relembremos que o nicleo de Poisson é definido por

P.(t) = Z ritle™ (0 <r < 1,t €R).

n=-—oo
Como a série acima converge uniformemente em R, cada P, é uma funcao continua. Inte-

grando termo a termo, obtemos

1 ™
— P.(t)dt = 1.
2 ) .
Além disso, como
1—7?
P,(t)

T 1-2r cos(t) + r2
([28], Segao 5.24), temos que

P.(t) > 0 para todo t € R.

Para cada z = re? € D, definimos ¢, € C(T) C L(T) por ¢.(e") = P.(0 —t) (t € R), e
colocamos

0, =¢,+M e X.

Pelo Teorema 11.32 de [28], para cada f € H*, o limite radial

(€)= lim f(re®)

r—1-
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existe para quase todo 6 e define uma funcao f* € L>(T) que satisfaz

1 e = L£1I-
Por outro lado, pelos Teoremas 11.23 e 11.30 de [28],
1 " *( 1
1) =5 [ RO )

para quaisquer z = e € D e f € H®. Para cada f € H*®, seja f : X — C definida por
Fo+ ) = 5= [ o (oe L),

Provemos que f estd bem definida no sentido de que nao depende da escolha do representante

¢ da classe ¢ + M. Para tal fim, basta provarmos que

/¢ D (e")dt =0 sempre que ¢ € M.

Para cada 0 < r < 1, seja f,. € C(T') definida por

fr(€?) = f(re®) (—m <6 <m).

Expandindo f em sua série de Taylor centrada na origem e fazendo integracao termo a termo,

vemos que a relacao ¢ € M implica

s

p(e") f(e")dt =0 paratodo 0 <7 < 1,

—T

donde
/ o(e) (¢t = Tim cb( ) fi )t = 0,

n—oo
pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue. Claramente, f é linear. Sex € X e ¢

é um representante da classe x, entao

el =10+ a1 < oo [ loteiisentar < LI [ joenjar = ol

Tomando o infimo sobre os representantes ¢ de z, obtemos |f(z)| < ||f||||z]|. Isto prova que

f é continua e || f|| < ||f||. Dessa forma, temos uma funcao
feH®— feX (4)

que é claramente linear. Se z = re? € D entdo

™

Flo) = Floet )= 5o [ PO - 017t = 12

—Tr
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(por (3)) e

™

1
ool < ol = 5 [ R0 -t =1, )

donde || f]| = [f(:)| = |f(2)]- Isto implica que || f|| = || f]. Logo, [[f]| = [If]|- Resta apenas
provarmos a sobrejetividade da fungao (4). Fixemos entao F' € X'. Seja ¢ : L'(T) — X a
aplicacao canonica e seja

H=Foqe LT).

Pelo Teorema 6.16 de [28], existe ¢ € L>(T) tal que

H(¢) = % /7r d(e™)(e™)dt  para todo ¢ € L*(T).

Defina g : D — C por

g(2) ! /7r P.(0 —t)(eM)dt (z=re" € D).

:% B

Para cada n < —1, como a funcao u, : z € T'+— 27" € C pertence a M, temos que
1 4 . )
2—/ P(eMe ™dt = H(u,) = F(q(uy,)) = F(0) = 0.
™ —Tr

Por conseguinte, para todo z = e’ € D,

g(z) = % /7r ( Z T\nlez‘n(e—t))d}(ez't)dt _ Z (% /_Zw(eit)e—mtdt)zn'

T n=—o0 n=0

Isto prova que g é holomorfa em D. Como

1 & . .
lg(2)] < 2—/ P.(0 — t)|@/1(e’t)|dt < |[Y]le para todo z = re e D,

™

concluimos que g € H*. Finalmente, pelo Teorema 11.23 de [28], g* = . Consequente-

mente, g = F, como queriamos demonstrar.

Vejamos agora o contra-exemplo de Lomonosov. Pelo resto desta segao, X, ¢. (2 € D)
ef (f € H*) sao como no Teorema 27. Denotamos por e o elemento unidade da dlgebra

H®> ou seja, a funcao constante igual a 1. Definimos
C =c0({p.; 2 € D}),
a envoltéria convexa fechada de {¢.;z € D} em X. Por (5),
C C Bx. (6)
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Como é(p.) =e(z) =1 (2 € D), temos que
élx)y=1 (zel). (7)

Além disso,
17l = ilelg!f(ﬂf)! (f € H™). (8)

Com efeito,

£l = sup | f(2)] = sup | f ()| < sup |f(z)| < sup |f(x)] = ||F]| = [If]l
z€D z€D zeC

JJEBX

Lema 28. Se f € By~ e f # \e para todo X\ € C com |\ =1, entao

lim ;‘;(x) =0 para todo x € C.

n—oo

Demonstracao. Como co({y,;z € D}) é denso em C e a sequéncia (F) ¢ limitada na

norma, basta considerarmos o caso em que z estd em co({g.;z € D}), ou seja, z é da forma

k

k
1::5 Q.. com zy,..., 2 € Dyag,...,a > 0e E a; = 1.
=1 j=1

Ponha

v = max [f(z)]
Se f nao é uma funcao constante, entao o teorema do médulo maximo implica que v < 1,
uma vez que || f]| < 1. Se f = e para algum A € C, entdo |A| < 1 pois f ndo ¢ uma fungao
constante de médulo 1, donde v = || < 1. Em qualquer caso, segue que
s k k
@) =D aif ()] < aslf ()" <" =0,
=1 j=1

quando n — oo.
Lema 29. Sex € C e f € H® satisfazem
fl) =l =1,
entao
fﬁ(x) =1 para todon > 1.
Demonstracao. Sejam A o espago ideal maximal da dlgebra H*® e g € H*® — g € C'(A) a

transformagao de Gelfand. Sabemos que A é um espago de Hausdorff compacto (Teorema 25)
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e que a transformacao de Gelfand é um isomorfismo da &dlgebra H® sobre a subalgebra

o> = {g;9 € H*} de C(A) satisfazendo
19 = llgll  para todo g € H™
(Proposicao 26). Defina ¢ : > - C por
¢(g) = g(x) (g€ H™).

Como [¢(g)| = [9(=)| < [lgllll=]l = llgllll=]l = [lgll|=]| para todo g € H*, temos que ¢ ¢ um

funcional linear continuo com norma

1ol < llzl.

Pelo teorema de extensao de Hahn-Banach (Teorema 3), existe uma extensao ® € C(A)" de
¢ com ||®|| = ||¢]|. Pelo teorema de representacao de Riesz ([28], Teorema 6.19), existe uma

medida de Borel complexa regular p sobre A tal que

@(U)Z/Audu (weC(h)) e o =]pl(A).

Em particular,
g(x) = / gdp  para todo g € H™.
A

Como pu(A) = [ydp = [y édp =é(x) =1 (por (7)) e |p|(A) = [|2] = [|¢] < [lz[| <1 (por

(6)), p ¢ uma medida positiva. Como
[ dn=F@=1 e 1=l =1
segue que f = 1 q.t.p.[u]. Logo, ﬁ — f* =1 q.t.p.[y], donde

%(Q}) = / Frdy = u(A) =1 para todon > 1.
A

Vejamos agora que a versao complexa do teorema de Bishop-Phelps para funcionais

modulo-suporte nao é valida em geral.

Teorema 30. ¢ € X' é um funcional mddulo-suporte para C se e somente se
Y =aé para algum o € C\{0}.
Em particular, o conjunto dos funcionais médulo-suporte para C nao € denso em X'.
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Demonstracao. Suponha que ¢ € X’ é um funcional médulo-suporte para C e seja g € H>

tal que ¢ = g. Entao existe xq € C' tal que
|9(x0)| = sup[g(z)] = llgll,
zeC

por (8). Escreva g(zo) = |§(wo)]e? com 6 € [0,27] e seja

—if
f= e—g e H™.
Il

Como ||f|| = 1 e f(xo) = 1, segue do Lema 29 que }\’;(xo) = 1 para todo n > 1. Portanto,
pelo Lema 28, f = \e para algum A € C com |\ = 1. Daf, g = ae, onde o = \||g]|e®.
Reciprocamente, cada «€ (com « # 0) é um funcional médulo-suporte para C', uma vez

que (aé)(x) = « para todo = € C' (por (7)).

Uma pequena alteracao no exemplo anterior nos da uma resposta negativa a versao com-

plexa da pergunta de Klee para pontos moédulo-suporte, como nos mostra o seguinte

Teorema 31. Seja L = {App; A € C} o subespago vetorial de X gerado por py. Conside-
remos o espa¢o de Banach quociente Y = X/L e seja B = q(C), onde ¢ : X — Y € a
aplicagao canonica. Entao B € um subconjunto nao vazio, convexo, fechado e limitado de'Y

tal que o conjunto dos pontos modulo-suporte de B é vazio.

Demonstragao. Suponha que ¢ € Y’ e yg € B satisfazem

U (yo)| = sup [¢(y)]-

yeB

Como ¥ o q € X', existe f € H*® tal que ¥ o g = f. Seja o € C tal que yo = q(zo). Entao

|f(zo)| = [¥(y0)| = sup W (y)| = sup f(2)].

Pelo Teorema 30, f = e para algum a € C. Como f(0) = f(vo) = ¥(q(vo)) = ¥(0) = 0,
concluimos que f = 0, donde ¥ = 0. Isto completa a demonstragao.
5. Comentarios sobre operadores que assumem a norma

O problema de estabelecer versoes vetoriais dos teoremas de Bishop-Phelps foi levantado
pelos proprios Bishop e Phelps em [1]. Mais precisamente, eles propuseram a seguinte per-

gunta: para que pares de espagos de Banach XY é verdade que o conjunto NA(X;Y) de
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todas as aplicagoes lineares continuas de X em Y que assumem a norma ¢ denso no espaco
de Banach L(X;Y) de todas as aplicagoes lineares continuas de X em Y? Esta pergunta
continua sem uma resposta completa e talvez ela seja geral demais para admitir uma tal res-
posta. Todavia, muito progresso foi feito nesta diregao. No artigo [15], Joram Lindenstrauss

introduziu as seguintes propriedades sobre um espaco de Banach X:

e X tem a propriedade (A) se NA(X;Y') é denso em L(X;Y’) para todo espago de Ba-
nach Y.

e X tem a propriedade (B) se NA(Y; X) é denso em L(Y; X) para todo espago de Ba-
nach Y.

Lindenstrauss provou que todo espago de Banach reflexivo tem a propriedade (A), estabeleceu
um critério para que um espago de Banach tenha a propriedade (B) e construiu um exemplo
de um espago de Banach Z tal que NA(Z; Z) nao é denso em L(Z;Z). Em particular, este
espago de Banach Z nao tem a propriedade (A) e nem a propriedade (B). Vejamos o exemplo

de Lindenstrauss:

Exemplo 32. Seja X = ¢y com a norma usual e seja Y um espaco estritamente convexo

isomorfo a X. Consideremos o espago produto
Z=XxY

com a norma do maximo
[(z,y)|| = max{||z[[, [ly[}.

Vamos mostrar que NA(Z; Z) nao é denso em L(Z; Z). Para tal fim, fixamos um isomorfismo

T de X sobre Y com ||T|| <1 e definimos R € L(Z; Z) por
R(z,y) = (0,Tx).
Como T é um isomorfismo, existe ¢ > 0 tal que
|Tz|| > 2¢||z|| para todo z € X.

Afirmamos que nao existe S € NA(Z; Z) tal que ||S — R|| < e. Com efeito, suponhamos que
este ndo é o caso. Seja S € NA(Z;Z) com ||S — R|| < € e seja (xg, yo) € Z tal que

I(zo, go)ll =1 e [[S(xo, wo)|l = [I5]]-
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Escreva S(xo,y0) = (a,b). Entao ||a|| < ||S(zo,y0) — R(x0,%0)|| < €. Como ||R]| = ||T|| > 2e,
vemos que ||S|| > e. Logo,

1] = max{||all, [[b]]} = [[b]].
Como By nao tem pontos extremos, existe x; # 0 em X tal que
[0 + 21| = [lwo — 21| < 1.
Logo, [|S(xo,y0) £ S(x1,0)|| < ||S||. Dal, escrevendo S(z1,0) = («, ) obtemos
16+ Bl < lb]-
Como Y ¢ estritamente convexo, # = 0. Por conseguinte,
ellza]] = [[S(z1,0) = R(z1,0)[| = [[(a, 0) = (0, Tw1)|| = || T[] = €|z,
uma contradigao.

No artigo [3], Jean Bourgain introduziu o seguinte conceito: um espago de Banach X é
dito ter a propriedade de Bishop-Phelps se para todo subconjunto nao vazio, absolutamente
convexo, fechado e limitado C' de X e para todo espaco de Banach Y, o conjunto dos
operadores T' € L(X;Y') para os quais sup{||7Tz||;x € C'} é assumido em algum ponto de C

é denso em L(X;Y). Bourgain provou o seguinte belo teorema:

Um espaco de Banach tem a propriedade de Bishop-Phelps se e somente se ele tem

a propriedade de Radon-Nikodym.

Em particular, todo espaco de Banach com a propriedade de Radon-Nikodym tem também
a propriedade (A). Recomendamos o livro [5] de Joseph Diestel e J. Jerry Uhl Jr. para
informacoes sobre a propriedade de Radon-Nikodym.

Sobre a propriedade (B), mencionemos também que Jonathan Partington provou em [19]
que todo espaco de Banach admite uma norma equivalente com a qual ele tem a propriedade
(B), e William Gowers provou em [6] que os espacgos £, (com 1 < p < 00) ndo tém a

propriedade (B).
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