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Funções holomorfas e propriedade de aproximação 
 
 

Jorge Mujica (UNICAMP) 
 
 

Resumo 
 

É importante saber se o espaço vetorial das funções holomorfas, com valores 
complexos, definidas em um subconjunto aberto de um espaço de Banach, tem a 
propriedade de aproximação de Grothendieck, quando munido de alguma das 
topologias naturais. Há vários resultados conhecidos quando as funções estão 
definidas em todo o espaço, mas pouco se sabe quando as funções estão 
definidas em um aberto arbitrário. Nesta palestra apresentaremos alguns 
teoremas nessa direção. Para obter esses teoremas nós provaremos que as 
funções holomorfas de tipo compacto, com valores em outro espaço de Banach, 
podem ser aproximadas por funções holomorfas de posto finito. 
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Modelagem computacional, análise numérica e aplicações 
 
 

Abimael F. D. Loula (LNCC) 
 
 

Resumo 
 

Serão considerados modelos matemáticos, associados a aplicações de interesse 
da engenharia, que podem se representados por equações diferenciais parciais. 
Discutem-se aspectos básicos relativos existência e unicidade de solução, 
construção de aproximações por elementos finitos e análise numérica. Serão 
apresentados exemplos e contra-exemplos ilustrando comportamentos anômalos 
do modelo numérico, tais como instabilidade e poluição. 
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Sobre o limite de viscosidade nula de escoamentos 
 
 

Helena Lopes (UNICAMP) 
 
 

Resumo 
 

O limite de viscosidade evanescente de soluções das equações de Navier-Stokes 
é um problema relevante, sobre o qual pouco se sabe. O objetivo desta palestra é 
explorar a dificuldade deste problema, descrever alguns dos avanços dos últimos 
100 anos e alguns resultados recentes. 
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A connection between two concepts of positive

definiteness
j. c. ferreira ∗ & v. a. menegatto †

Abstract

Integral operators defined by the formula

K(f)(x) :=
∫

X

K(x, y)f(y) dν(y), x ∈ X, f ∈ L2(X, ν),

in which X is a metric space endowed with a convenient measure ν and K is an element of L2(X, ν × ν) are
the object of study in many papers in the literature. Such operators appear quite naturally in many problems of
Functional Analysis, Approximation Theory, Integral Equations, etc. In recent papers such as [1, 2, 3, 4, 5, 7, 8]
and references therein the most considered questions regarding such operators are these:
- to establish reasonable general conditions on X, the measure ν and K in order that the so called Mercer’s theory
holds true; Mercer’s theory is well-established in the case when X is a closed interval and ν is the induced Lebesgue
measure.
- to analyze compactness and other important properties the operator may have; if trace-class, to find formulas to
compute the trace of the operator.
- to obtain a detailed spectral analysis of the operator.
- under additional hypotheses on either K or ν, to analyze decay rates for the eigenvalues; if the operator has
countably many eigenvalues, say λ1(K) ≥ λ2(K) ≥ · · · ≥ 0, the basic decay rate given by Mercer’s theory is
λn(K) = o(n−1), as n →∞.
- for relevant choices of X, to investigate any additional properties the operator may have.

In order to analyze any of the questions listed above, the most common basic assumption on the kernel K is
positive definiteness. Such concept has the following two standard formulations. A kernel K : X×X → C is positive
definite when the inequality

n∑

i,j=1

ci cjK(xi, xj) ≥ 0,

holds for all n ≥ 1, x1, x2, . . . , xn ∈ X and scalars c1, c2, . . . , cn. The kernel K is L2-positive definite (L2PD(X, ν))
when it belongs to L2(X × X, ν × ν) and the corresponding integral operator K is positive, that is, when the
following condition holds

∫

X

(∫

D

K(x, y)f(y) dν(y)
)

f(x) dν(x) ≥ 0, f ∈ L2(X).

In [6] we show that Mercer’s theory holds when the following assumptions are in force:
- K is an element of A(X, ν), the subset of C(X × X) ∩ L2PD(X, ν) formed by all kernels K : X × X → C for
which x ∈ X → K(x, x) is an element of L1(X, ν);
- the measure ν on X is strictly-positive in the sense that it is a Borel measure fulfilling the following requirements:

∗Departamento de Matemática, ICMC-USP - São Carlos, SP, joseclaudineiferreira@gmail.com. Partially supported by FAPESP-

Brazil, grant # 2007/58086− 7 (doctorate).
†Departamento de Matemática, ICMC-USP - São Carlos, SP, menegatt@icmc.usp.br.
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every open nonempty subset of X has positive measure and every x ∈ X belongs to an open subset of X having
finite measure.

In particular, for some choices of X and under smoothness hypotheses of Lipschitz type on K, it is shown there
that the eigenvalues of K satisfy

λn(K) = O(n−1−γ/q), as n →∞,

where γ is a constant depending on X, the Lipschitz constants and the behavior of K at the diagonal of X ×X.
This result generalizes many others in the literature.

In this note we present two independent results connecting both concepts of positive definiteness. They indicate
contexts under which both concepts can be equivalent or at least what is the most convenient assumption one needs
to use on K in order to obtains relevant results in connection with the questions listed in the introduction. For
further discussion we refer the reader to the first half of Section 2 in [6].

We will write C(X) to denote the set of continuous functions on X.

Theorem 0.1. If X is a measurable subset of Rm endowed with the usual Lebesgue measure µ then

PD(X) ∩ C(X ×X) ∩ L2(X ×X,µ× µ) ⊂ L2PD(X, µ).

In a similar manner one can prove.

Corollary 0.1. If X is a locally compact Hausdorff space endowed with a Radon measure ν that is finite on compact
subsets then

PD(X) ∩ C(X ×X) ∩ L2(X ×X, ν × ν) ⊂ L2PD(X, ν).

The converse can be stated and proved in a more general context.

Theorem 0.2. If a topological space X is endowed with a strictly-positive measure ν then

L2PD(X, ν) ∩ C(X ×X) ⊂ PD(X).
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UFPB - Universidade Federal da Paráıba & UFCG-Universidade Federal de Campina Grande

Edition N0 2 November 2008

A fibering map approach to a noncoperative elliptic

system
Francisco Julio S.A. Corrêa ∗ †

In this work we use the the Nehari manifold and the fibering maps associated with the Euler functional for the
problem

−∆u = λa(x)uq + b(x)up − v, −∆v = δu− γv in Ω, u = v = 0 on ∂Ω,

where Ω is a bounded smooth domain of IRN , N ≥ 3, 0 < q < 1 < p < N+2
N−2 , λ > 0, δ and γ are positive constants

and a, b : Ω→ IR are smooth functions which are somewhere positive but which may change sign on Ω.
Motivated by Brown-Zhang [1], Drabek-Pohozaev [2] and Brown-Wu [3] we have the following result

Theorem 0.1. Under the above assumptions and γ ≥ 2
√

δ, there is λ1 > 0 such that the above problem possesses
at least two positive solutions whenever 0 < λ < λ1.

In a paper in progress the author and G.M. Figueiredo have obtained a similar result for the problem

−∆u = λa(x)uq + b(x)up − v, −∆v = δu− γv + g(v) in Ω, u = v = 0 on ∂Ω,

where g is a given function satisfying some suitable conditions.
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A new proof of the Pietsch Domination Theorem for

subhomogeneous mappings
J. Barbosa ∗ A. T. Bernardino † A. Nunes ‡ D. Pellegrino § J. Santos ¶

In this note we present a new proof for the Pietsch Domination Theorem for subhomogeneous mappings obtained
by Botelho, Pellegrino and Rueda in [2]. Our proof avoids the use of Ky-Fan’s Lemma and simplifies the original
proof. The notation and terminology of this note follows [2].

Theorem 0.1. Let 1 ≤ p < ∞ and α > 0. Then an α-subhomogeneous mapping f : E → F is absolutely ( p
α , p)-

summing if, and only if, there exist a Borel probability µ on BE∗ and a constant C ≥ 0 such that

‖f(x)‖ ≤ C




∫

BE∗

|ϕ(x)|pdµ(ϕ)




α
p

for all x ∈ E.

Proof. One of the implications is straightforward.
Assume that f is ( p

α , p)-summing. Then, from [2, Theorem 2.3], there exists a constant cb ≥ 0 such that




m∑

j=1

‖f(xj)‖
p
α




α
p

≤ cb sup
ϕ∈BE∗




m∑

j=1

|ϕ(xj)|p



α
p

(0.1)

for all x1, . . . , xm ∈ E and m = 1, 2, . . . . In particular, note that f(0) = 0.

Let C(BE∗) be the real Banach space of all continuous real functions on the closed unit ball BE∗ with the weak
star topology. For every finite set M ⊂ E, let

ΨM (ϕ) =
∑

x∈M

(
‖f(x)‖ p

α − c
p
α

b |ϕ(x)|p
)

.

Note that ΨM ∈ C(BE∗). Let G be the set of all ΨM and F be the convex hull of G.

Let us show that if Ψ ∈ F , then there is ϕΨ ∈ BE∗ so that Ψ(ϕΨ) ≤ 0. Let 0 ≤ λj ≤ 1, j = 1, ..., s, with

s∑
j=1

λj = 1

and ΨMj
∈ G, j = 1, ..., s, be so that

Ψ =
s∑

j=1

λjΨMj
.

Then, using the subhomogeneity of f , we have
Ψ ≤ ΨM0

with

M0 =
s⋃

j=1

{
λ

1
p

j x; x ∈ Mj

}
.
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Note that, since BE∗ is compact, we have

sup
ϕ∈BE∗

( ∑

x∈M0

|ϕ(x)|p
)α

p

=

( ∑

x∈M0

|ϕM0(x)|p
)α

p

for some ϕM0 ∈ BE∗ . So, using (0.1) we get
ΨM0(ϕM0) ≤ 0. (0.2)

Hence
Ψ(ϕM0) ≤ 0. (0.3)

Let
P = {w ∈ C(BE∗); w(ϕ) > 0 for all ϕ ∈ BE∗} .

Note that P is open, convex and non-void (every positive constant function belongs to P). From the definition
of P and from (0.3) it follows that P∩ F = φ. So, the Hahn-Banach Separation Theorem gives us h ∈ C(BE∗)∗ so
that, for some c ∈ R,

h(g) ≤ c < h(w)

for every g ∈ F and w ∈ P. Since f(0) = 0, we have

0 = Ψ{0} ∈ F .

So
0 = h(0) ≤ c.

Hence

h(w) > c ≥ 0 (0.4)

for all w ∈ P. Using the continuity we conclude that h(w) ≥ 0 whenever w ≥ 0. We also conclude that c = 0.
Let h1 ∈ C(BE∗)∗ be given by h1(w) = h(w)

h(1) . Note that in view of (0.4) we know that h(1) > 0.

So h1(1) = 1 and h1(w) ≥ 0 whenever w ≥ 0. From ([1, Theorem 4.3.10]) we can find a regular (positive)
probability measure on the Borel sigma algebra of BE∗ so that

h1(w) =
∫

BE∗

w(ϕ)dµ(ϕ).

Hence ∫

BE∗

g(ϕ)dµ(ϕ) = h1(g) ≤ 0

for every g ∈ F .

For every x ∈ E we have Ψ{x} ∈ F ; so we get
∫

BE∗

Ψ{x}(ϕ)dµ(ϕ) ≤ 0

and the result follows.¤
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a nonlinear equation for heat conduction

m. a. rincon 1, i. s. liu 2 & j. ĺımaco 3

Resumo

Let Ω be a bounded open set of IRn, n = 1, 2, with regular boundary. We represent by Q = Ω × (0, T ) for
T > 0, a cylindrical domain, whose lateral boundary we represent by Σ = Γ× (0, T ). We shall consider the following
nonlinear partial differential equation:





u′ − div
(
a(x, u)∇u

)
+ b(x, u) |∇u|2 = 0 in Q,

u = 0 on Σ,

u(x, 0) = u0(x) in Ω.

(0.1)

where
a(u) =

α(u)
ρ(u)

=
α(u)c(u)
ρ(u)c(u)

=
k(u)

ρ(u)c(u)
> 0 (0.2)

and
b(u) = − α(u)

c ρ(u)2
dρ

dθ
> 0. (0.3)

The positiveness of a(u) and b(u) is the consequence of thermodynamic considerations, see [5], and reasonable
physical experiences: the specific heat c > 0, the thermal conductivity κ > 0, the mass density ρ > 0, and
the thermal expansion dρ/dθ < 0. In this work we shall formulate the problem based on the nonlinear heat
equation (0.1), using a(x, u) and b(x, u) functions more general in stead of the a(u) and b(u), which arises from the
heat conduction problems with strong temperature-dependent material parameters, such as mass density, specific
heat and heat conductivity. Existence, uniqueness and asymptotic behavior of initial boundary value problems under
appropriate assumptions on the material parameters are established. Both one-dimensional and two-dimensional
cases are considered. Mathematical models of semi-linear and nonlinear parabolic equations under Dirichlet or
Neumann boundary conditions has been considered in several papers, among them, let us mention ([1] and [2]) and
[3], [6], [7]), respectively.

Feireisl, Petzeltová and Simondon in [4] prove that with non-negative initial data, the function a(x, u) ≡ 1 and
g(u,∇u) ≤ h(u)(1+ |∇u|2), instead of the non-linear term b(x, u) |∇u|2 in (0.1)1, there exists an admissible solution
positive in some maximal interval [0, Tmax) and if Tmax < +∞ then

lim
t→Tmax

‖u(t, .)‖∞ = ∞.
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A note on a class of nilpotent O.D.E.
Márcio José Horta Dantas ∗ & José Manoel Balthazar †

1 Introduction

The knowledge of the dynamic properties of current engineering systems is an important step in systems design
and control. In the design of structures it is necessary to investigate the relevant dynamics in order to predict the
structural response due to excitation. In the selection of rotating machines for applications in structures, often little
thought is given to the effect that the structure has on the machine, i.e., the excitation is considered independent
of the system response.

Mathematical models of real systems are usually idealized by prescribing the forcing term as a known function.
In reality, for a great number of structures this is not the case, and such structures are called non-ideal. In general,
it is possible that an energy source fixed to a structure may be affected by the structural response. Systems having
dynamic coupling between structure and the energy source often exhibit peculiar behavior, especially systems
with limited power supply. Non-ideal systems operating in the neighborhood of resonant frequencies are often
more expensive and perform poorly as compared with ideal counterparts. In this work, motivated by non-ideal
mechanical systems, we investigate the following O.D.E.

ẋ = f (x) + εg (x, t) + O
(
ε2
)
, (1.1)

where x ∈ Ω ⊂ Rn, g is a T periodic function of t and there is a0 ∈ Ω such that f (a0) = 0 and f ′ (a0) is a nilpotent
matrix. When n = 3 and f (x) = (0, q (x3) , 0) we get results on existence and stability of periodic orbits.

It is interesting to note that for several non ideal problems the linearisation in the equilibrium point gives a
nilpotent matrix, see [1], [2]. However basic questions, like existence and stability of periodic orbits, have not been
investigated rigorously yet. Our results are the first steps in this direction. The case of the centrifugal vibrator, see
[3], was our main motivation to get the next results.

2 An Existence Result

Our first result is the following existence theorem. We write

g (x) =
1
T

∫ T

0

g (x, s) ds. (2.2)

Theorem 2.1. Suppose that f : Ω → R3, Ω ⊂ R3 is given by f (x1, x2, x3) = (0, q (x3) , 0), there is x0
3 such that

q
(
x0

3

)
= 0 and q′

(
x0

3

)
6= 0. Besides, assume that there exists a0

0 =
(
x0

1, x
0
2, x

0
3

)
∈ Ω such that{

g1

(
a0
0

)
= 0,

g3

(
a0
0

)
= 0,

(2.3)

and

det

[
∂g1
∂x1

(
a0
0

) ∂g1
∂x2

(
a0
0

)
∂g3
∂x1

(
a0
0

) ∂g3
∂x2

(
a0
0

) ] 6= 0. (2.4)
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Then, there is a differentiable mapping c0 : (−ε0, ε0)→ R3 such that the solution of{
ẋ = f (x) + εg (x, t) + O

(
ε2
)
,

x (0) = a0
0 + εc0 (ε) ,

(2.5)

is a T -periodic orbit for each ε ∈ (−ε0, ε0).

3 Computation of the derivative of Poincaré Mapping

In order to approach the stability issue in the earlier case, we compute de derivative of the Poincaré map. This
map is defined as P (x, ε) = Φ (x, T, ε), where Φ is the flow of (1.1).

Theorem 3.1. Consider Cr mappings, r ≥ 3, f : Ω → Rn, g : Ω × R → Rn where Ω is an open subset of Rn, g

is a T -periodic function in the variable t Let a0 ∈ Ω and c : (−ε0, ε0) → Rn be such that f (a0) = 0 and for each
ε ∈ (−ε0, ε0), the solution of the following initial value problem{

ẋ = f (x) + εg (x, t) + O
(
ε2
)
,

x (0) = a0 + εc (ε) .

is a T -periodic orbit. Then

P ′ (a0 + εc (ε) , ε) = eTf ′(a0)

(
I + ε

∫ T

0

e−sf ′(a0) ∂q
∂x (a0, s) esf ′(a0)ds

)
+ O

(
ε2
)
. (3.6)

where q (x, s) = f ′ (x) A1 (s) + g (x, s) and A1 (·) is given by

A1 (t) = etf ′(a0)c (0) +
∫ t

0

e(t−s)f ′(a0)g (a0, s) ds.
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A perturbation theory for the Discrete Harmonic

Oscillator Equation
Claudio Cuevas ∗† & Julio César de Souza ‡

Resumo

This work deals with the existence, uniqueness and stability of solutions for the semilinear discrete harmonic

oscillator equation on Banach spaces by using recent characterization of maximal regularity for a best difference

approximation of the discrete harmonic oscillator equation.

1 Introduction

We are concerned with the study of existence of solutions and stability for the semilinear problem

∆2xn + Axn+1 = f(n, xn, ∆xn), n ∈ Z+, (1.1)

by using recent characterization of maximal regularity for a best difference approximation of the discrete harmonic
oscillator equation.

We remark that in the continuous case, it is well known that the study of maximal regularity is very useful
for treating semilinear and quasilinear problems. Many concrete applications to semilinear partial differential
equations have been found and many more under development (see, e.g., [3] and the bibliography therein). Beside
its theoretical interest, the study of abstract discrete evolution equation together with discrete maximal regularity
has great importance in applications. For these reasons the theory of discrete maximal regularity has drawn the
attention of several authors (see [1, 2, 4, 5, 6, 7, 8, 9]).

2 Preliminaries

Let X be a Banach space. Let Z+ denote the set of nonnegative integer numbers, let ∆ be the forward difference
operator of the first order, that is, for each x : Z+ → X, and n ∈ Z+, ∆xn = xn+1 − xn. In what follows we denote
T := A + I. We consider the following evolution equation:

{
∆2xn − (I − T )xn+1 = fn, n ∈ Z+,

x0 = x1 = 0.
(2.2)

Let 1 < p < +∞. One says that equation (2.2) has discrete maximal regularity if Kf = (I − T )B ∗ f defines a
bounded operator K ∈ B(lp(Z+;X)) (see [3]).

3 Semilinear discrete harmonic oscillator

In this section, our aim is to investigate the existence and uniqueness of solutions, whose second discrete derivative
is in `p, for the following evolution equations.

∗Instituição, DMAT-UFPE, PE, Brasil, e-mail cch@dmat.ufpe.br
†The first author is partially supported by CNPQ/Brazil
‡Instituição DMAT-UFPE, PE, Brasil, e-mail jcmath.es@hotmail.com
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∆2xn − (I − T )xn+1 = f(n, xn,∆xn), n ∈ Z+, x0 = x1 = 0, (3.3)

To establish the next result, we need to introduce the following condition.

Condition (A): Let α = (αn) be a positive sequence such that
∑∞

n=1 αn22n < +∞. Suppose that the following
conditions hold:

(i) The function f : Z+ ×X ×X −→ X satisfy a Lipschitz condition on X ×X, that is for all z, w ∈ X ×X

and n ∈ Z+, one has ||f(n, z)− f(n,w)||X ≤ αn||z − w||X×X .

(ii) f(•, 0, 0) ∈ l1(Z+;X).

Teorema 3.1. ([3]) Assume that Condition (A) holds. In addition suppose that equation (2.2) has discrete maximal
regularity. Then, there is an unique solution x = (xn) of (3.3) such that (∆2xn) ∈ lp(Z+; X). Moreover, one has
the following a priori estimates for the solution:

sup
n∈Z+

[ 1
22n

(||xn||X + ||∆xn||X)
] ≤ (1 + ||K||)||f(•, 0, 0)||1e(1+||K||) ∑∞

k=0 αk22k

, (3.4)

||∆2x||p ≤ (2 + ||K||)||f(•, 0, 0)||1e2(1+||K||) ∑∞
k=0 αk22k

, 1 < p < +∞, (3.5)

and
sup

n∈Z+

||((I − T )xn, (I − T )∆xn)||X×X ≤ (3 + ||K||)3||f(•, 0, 0)||1e5[||T ||+||K||] ∑∞
k=0 αk22k

. (3.6)

We obtain the following result valid on UMD spaces.

Teorema 3.2. ([3]) Let X be a UMD space. Assume that Condition (A) holds and suppose T is an analytic
operator such that the set {

(z − 1)2

z
R

(
(z − 1)2

z
, I − T

)/
|z| = 1, z 6= 1

}
(3.7)

is R-bounded. Then, there is an unique solution x = (xn) of equation (3.3) such that (∆2xn) ∈ lp(Z+; X). Moreover,
the a priori estimates (3.4),(3.5) and (3.6) hold.
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A posteriori error estimator for the Stokes equations in

stream function and vorticity formulation

Tomás P. Barrios ∗ & J. Manuel Cascón † & Galina C. Garćıa ‡

This paper deals with a posteriori estimates for the finite element solution of the Stokes problem in stream
function and vorticity formulation.

Let us fix a bounded and connected domain Ω of R2 with a polygonal boundary Γ. In this domain, we consider
the the following Stokes problem: Given a vector function f ∈ [L2(Ω)]2, find a stream function ψ and the vorticity
ω such that

ν(curlω, curlφ)[L2(Ω)]2 = (f , curlφ)[L2(Ω)]2 ∀φ ∈ Φ, (0.1)

(ω, µ)L2(Ω) − (curlψ, curlµ)[L2(Ω)]2 = 0 ∀µ ∈ H1(Ω), (0.2)

where ν > 0 is the viscosity of the fluid. If Ω is a convex polygon or its boundary Γ is of class C2 then this problem
has a unique weak solution (ω, ψ) ∈ H1(Ω)×H1

0 (Ω) (see [3]).
For the finite element scheme, let {Th}h>0 be a regular family of triangulations of Ω̄ by triangles T of diameter

hT and define, as usual, h := max{hT : T ∈ Th }. We define the space of continuous piecewise functions

Mh := {vh ∈ [C(Ω)] : vh|T ∈ [Pl(T )] ∀T ∈ Th} ,

and
Φh := Mh ∩H1

0 (Ω) .

The Galerkin scheme then reads: Find (ωh, ψh) ∈ Mh × Φh satisfying:

ν(curlωh, curlφh)[L2(Ω)]2 = (f , curlφh)[L2(Ω)]2 ∀φh ∈ Φh, (0.3)

(ωh, µh)L2(Ω) − (curlψh, curlµh)[L2(Ω)]2 = 0 ∀µh ∈ Mh. (0.4)

In the following theorem, we present the main result of this paper, we derive a reliable and efficient a posteriori
error estimator.

Theorem 0.1. Let (ω, ψ) ∈ H1(Ω) × H1
0 (Ω) and (ωh, ψh) ∈ Mh × Φh be the unique solution of continuous and

discrete formulation (0.1)-(0.2) and (0.3)-(0.4), respectively. Assume that the data f ∈ [H1(Ω)]2. Then there exist
Ceff, Crel > 0, independent of h, such that

‖(ω − ωh, ψ − ψh)‖2L2(Ω)×H1
0 (Ω) ≤ Crel

∑

T∈Th

η2
T ,

and
Ceff

∑

T∈Th

η2
T ≤ ‖(ω − ωh, ψ − ψh)‖2L2(Ω)×H1

0 (Ω) + h.o.t,
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where h.o.t. denotes one or several terms of higher order, and for any T ∈ Th we define

η2
T := h4

T ‖ν∆ωh + curl f‖2L2(T ) + h2
T ‖ωh + ∆ψh‖2L2(T )

+
∑

e∈E(T )∩Eh

he‖J [∇(ψh) · νT ]‖2L2(e) +
∑

e∈E(T )∩Eh(Ω)

h3
e‖J [∇(ωh) · νT ]‖2L2(e), (0.5)

where E(T ) is the set of edges e of T ∈ Th, and Eh is the set of all edges of the triangulation Th, i.e.,
Eh = Eh(Ω) ∪ Eh(Γ), where Eh(Ω) := {e ∈ Eh : e ⊆ Ω}, Eh(Γ) := {e ∈ Eh : e ⊆ Γ}. We denote by J [τ · νT ] the
corresponding jump across e, that is J [τ · νT ] := (τT − τT ′)|e · νT , where T ′ is the other triangle of Th having e as
edge.

Our approach is based on the introduction of dual problem technique, we deduce practically the same error
indicator that developed in [1] for the Stokes system, only defers in appropriate factors of meshsize, which, under
appropriate assumptions, allows us to prove efficiency in natural norms. In this sense, it can be seen as an extension
of the applicability of the error indicator developed in [1] to the standard stream function and vorticity formulation.

In addition, several numerical experiments confirming the theoretical properties of the estimator, and illustrating
the capability of the corresponding adaptive algorithm to localize the singularities and the large stress regions of
the solution, are also reported.
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Analytic And Fourier/Chebychev Spectrum of the

Uzawa Pressure Operator
A. Garba ∗

We consider on the domain Ω = (0, 2π)× (−1, 1) the system of partial differential equations

−∆u + σu +∇p = f , (x, y) ∈ Ω (1)

∇ · u = 0, (x, y) ∈ Ω (2)

where u = (u, v) is the velocity field, p is the pressure field, f is a forcing term and σ ≥ 0. We assume that the
problem is periodic in the x direction with period length 2π and in y we consider the boundary conditions

u = 0 on y = −1 and y = 1 (3)

The case σ = 0 corresponds to the classical Stokes problem which describes the motion of fluid with very small
Reynold number. When σ > 0, the problem is often referred to as the Generalized Stokes Problem (GSP). The
GSP plays a fundamental role in the numerical resolution of the Navier-Stokes Equations(NSE)[1].

We analyse the conditioning of the Uzawa algorithm for solving problem 1–??.

Uzawa algorithm and pressure operator

Let (∆ − σI)b be the Helmholtz operator equipped with the boundary conditions. Then the classical Uzawa
algorithm applied to (1)–(??) can be described as follows: Start from arbitrary initial guess p0 ∈ L2(Ω)/IR and for
m ≥ 0 repeat until convergence Step1 and Step2:

• Step1: Solve (−∆ + σI)bum+1 = f −∇pm

• Step2: Update pm+1 = pm − %∇ · um+1

where % is a relaxation parameter. The Uzawa algorithm can be interpreted as Richardson method applied to the
equation

Ap = −∇ · (−∆ + I)−1
0 f (4)

where operator A(hereafter referred to as pressure operator) is defined by

A ≡ ∇ · (−∆ + σ)−1
0 ∇ (5)

perator A : L2(Ω)/IR → L2(Ω)/IR is symmetric, positive definite and elliptic(cf. [3] for instance). Thus the
convergence of the Uzawa algorithm is guaranteed for sufficiently small parameter of relaxation %.

We give a precise characterization of the condition of the algorithm. We compute explicitly the eigenvalues first
in the continuous case, then in the case of the spectral Fourier/Chebychev discretisation[4]. In particular we show
that the spectral condition number of the pressure operator behaves asymtotically as κ ∼ σ +

√
σ +7/3 for large σ.
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approximated control for semilinear heat equation

with the memory term

M. R. Clark ∗ and A. O. Marinho †

Let Ω be a bounded open set of Rn with C2 boundary Γ. With Q we represent the cylinder Ω × (0, T ), T > 0
of Rn+1 with lateral boundary

∑
= Γ × (0, T ). Our purpose is to investigate the approximated controllability for

the system ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u′ −∆u−
∫ t

0

g(t− σ)∆u(σ)dσ + f(u,∇u) = vχO in Q

u = 0 on Σ
u(0, x) = u0(x) in Ω.

(0.1)

where u = u(x, t) is the state and v = v(x, t) is the function control distributed in O and χ denotes the characteristic
function of open non-empty subset O of Ω.

The function f : R× Rn → R is assumed to be globally Lipschitz all along the work, that is,

∃ L > 0 : |f(y, ξ)− f(z, η)|R ≤ L {|y − z|R + |ξ − η|Rn} , ∀ y, z ∈ R; ξ, η ∈ Rn. (0.2)

The function g : [0,∞) → [0,∞) satisfy

g ∈ W 1,1(0,∞) and α =
1
2
− 2

∫ ∞

0

g(s)ds > 0. (0.3)

The presence of the memory term in equation (0.1) is related to the viscoelastic properties of the material.
The great difficulty to find the approximated controllability of the system (0.1) is term memory, because he

impedes that the unique continuation theorem of C. Fabre[1] is applied directly. But, by means of Volterra Integral
Theory, we show that the unique continuation theorem can be applied.

The system (0.1) with g = 0 was studied by E. Zuazua [9], motivated by thermic diffusivity equations involving
the gradients terms. Inspired by the above mentioned work we study, in a natural way, the approximated con-
trollability of system (0.1) when the kernel g satisfy (0.3), which is the goal of this paper. We mention that, the
convolution term g ∗∆u brought up some technical difficulties which are bypassed transforming the problem (0.1)
into an equivalent one using the standard Volterra equations theory.

We can find in the literature several works in connection with memory terms. The reader is referred to the
works of J. U. Kim [3], G. Leugering [7], I. Lasiecka [5] and the classical book of J. Lagnese and J. L. Lions [8],
while the problems without memory have been the object of intensive research in the past few years. Fabre et all
[2] adapted the fixed point method of [10] to prove the approximate controllability of (0.1), without memory, in the
particular case f = f(y), f being globally Lipschitz. Note that the nonlinearity was not allowed to depend on the
gradient of the state in this result. The complete case where f(y,∇y) was analized by L.A. Fernández and Zuazua
in [3] by means of the optimal control approach introduced by J.L. Lions [8].

Following the ideas of Zuazua [9] we show how the fixed point may be adapted to these controllability problems
for complete system (0.1) in which the nonlinearity is allowed to depend both in the state and its gradient. Approx-
imate controllability of the system will be proved. None of these results is new since, as we said above, they were
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proved previously in [3] and [9]. However, the innovation here is the term memory and the difficulties in applying
the unique continuation result of C. Fabre directly.

For clear limitation in the application of this fixed point method see for example [4] and [9].
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[8] J.L.Lions- Remarques sur le contrôlabilité approchée, in Jornadas Hispano-Francesas sobre Control de Sistemas
Distribuidos, University of Málaga, Spain, 1991, pp. 77-87.

[9] E. Zuazua - Approximate controllabillity for the semilinear heat equation with globally Lipschitz nonlinearities,
Prepint 2-1997, Departament of Mathematics, University of Cantabria, Spain.

[10] E. Zuazua -Exact boundary controllabillity for the semilinear heat equation, in Nonlinear Partial Differential
Equations and their Applications, Vol. X, H. Brezis and J.L. Lions eds., Pitman, 1991, 357-594.

20



ENAMA - Encontro Nacional de Análise Matemática e Aplicações
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approximate controllability for the equation of

moderate motion of oldroyd fluid

Alexandro O. Marinho ∗

The objective of this paper is to discuss on the approximate controllability for the system∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂u

∂t
− µ∆u + a(x, t)u +−→

b (x, t).∇u−
∫ t

0

g(t− σ)∆u(σ)dσ +∇p = vχO in Q

div(u) = 0 in Q,

u = 0 em Σ,

u(x, 0) = u0(x) in Ω,

(0.1)

where u(x, t) = (u1(x, t), ....., un(x, t)) is the vector velocity(also state of the system) of moderate fluid evaluated
at the point (x, t), x = (x1, ..., xn) ∈ Rn, p = p(x, t) is the pressure of the fluid evaluated at the point (x, t), µ

represent a constant, u0(x) is the initial velocity, a,~b are potentials in L∞(Q) and {L∞(Q)}n respectively and
g : [0,∞) → [0,∞) is a function L1(0,∞) satisfying

α =
µ

2
− 2

∫ ∞

0

g(s)ds > 0. (0.2)

The function v = v(x, t) is the control distributed in O and χ denotes the characteristic function of open
non-empty subset O of Ω.

In the present article we follow the ideas of the concept of approximate controllability for heat equation as in
Lions [10], that is, the problem of the approximate controllability of (0.1) can be formulated as follows: Given T > 0,
u0 ∈ H, the ideal state uT ∈ H and ε > 0, to find a control v ∈

(
L2(O × (0, T ))

)n such that the correspondent
solution u of (0.1) satisfies ∣∣u(T )− uT

∣∣
H
≤ ε. (0.3)

In other words, the problem of the approximate controllability of (0.1) consists on studying the range of solutions
of (0.1) at time T ,

R(u0, T ) =
{

u(., T ) : u solution of (0.1) with v ∈
(
L2(O × (0, T ))

)n
}

(0.4)

is dense in H, where H is the space

H = {u ∈ L2(Ω), div(u) = 0, u.η|Γ = 0}

The key point in this method is the theorem unique continuation for the adjoint system that depends of the
coefficients of operator. When the coefficients are bounded measurable functions the approximate controllability
is investigated, among others, by Fabre [1] where he proved a property of unique continuation for this general
case(Navier-Stokes). Other results of unique continuation can found in Saut [5] and Fusikov Ymanuvilov [13]. In
the present article we employ Fabre result with a suitable adaptation.

Approximate controllability was extend for certain model of non linear heat equations, for example, among others
Lebeau [2] linear case, Fernandez-Zuazua [12], Fabre-Puel-Zuazua [4] and Ĺımaco-Medeiros [9] case nonlinear with
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moving boundary. See also a survey of results in Puel [3]. However, the investigation on approximate controllabil-
ity for model of Oldroyd we did not find in the literature, therefore this paper gives an initial contribution for model.

Our paper is organized as follows. First, we study on existence of strong and weak solutions for the system (0.1).
After, we show that the unique continuation result by C. Fabre [1] cannot directly be applied, being necessary one
adjust for apply to the Oldroyd model. Finally, we prove the approximate controllability for the problem (0.1).
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A posteriori error estimator for the Stokes equations in

stream function and vorticity formulation

Tomás P. Barrios ∗ & J. Manuel Cascón † & Galina C. Garćıa ‡

This paper deals with a posteriori estimates for the finite element solution of the Stokes problem in stream
function and vorticity formulation.

Let us fix a bounded and connected domain Ω of R2 with a polygonal boundary Γ. In this domain, we consider
the the following Stokes problem: Given a vector function f ∈ [L2(Ω)]2, find a stream function ψ and the vorticity
ω such that

ν(curlω, curlφ)[L2(Ω)]2 = (f , curlφ)[L2(Ω)]2 ∀φ ∈ Φ, (0.1)

(ω, µ)L2(Ω) − (curlψ, curlµ)[L2(Ω)]2 = 0 ∀µ ∈ H1(Ω), (0.2)

where ν > 0 is the viscosity of the fluid. If Ω is a convex polygon or its boundary Γ is of class C2 then this problem
has a unique weak solution (ω, ψ) ∈ H1(Ω)×H1

0 (Ω) (see [3]).
For the finite element scheme, let {Th}h>0 be a regular family of triangulations of Ω̄ by triangles T of diameter

hT and define, as usual, h := max{hT : T ∈ Th }. We define the space of continuous piecewise functions

Mh := {vh ∈ [C(Ω)] : vh|T ∈ [Pl(T )] ∀T ∈ Th} ,

and
Φh := Mh ∩H1

0 (Ω) .

The Galerkin scheme then reads: Find (ωh, ψh) ∈ Mh × Φh satisfying:

ν(curlωh, curlφh)[L2(Ω)]2 = (f , curlφh)[L2(Ω)]2 ∀φh ∈ Φh, (0.3)

(ωh, µh)L2(Ω) − (curlψh, curlµh)[L2(Ω)]2 = 0 ∀µh ∈ Mh. (0.4)

In the following theorem, we present the main result of this paper, we derive a reliable and efficient a posteriori
error estimator.

Theorem 0.1. Let (ω, ψ) ∈ H1(Ω) × H1
0 (Ω) and (ωh, ψh) ∈ Mh × Φh be the unique solution of continuous and

discrete formulation (0.1)-(0.2) and (0.3)-(0.4), respectively. Assume that the data f ∈ [H1(Ω)]2. Then there exist
Ceff, Crel > 0, independent of h, such that

‖(ω − ωh, ψ − ψh)‖2L2(Ω)×H1
0 (Ω) ≤ Crel

∑

T∈Th

η2
T ,

and
Ceff

∑

T∈Th

η2
T ≤ ‖(ω − ωh, ψ − ψh)‖2L2(Ω)×H1

0 (Ω) + h.o.t,
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where h.o.t. denotes one or several terms of higher order, and for any T ∈ Th we define

η2
T := h4

T ‖ν∆ωh + curl f‖2L2(T ) + h2
T ‖ωh + ∆ψh‖2L2(T )

+
∑

e∈E(T )∩Eh

he‖J [∇(ψh) · νT ]‖2L2(e) +
∑

e∈E(T )∩Eh(Ω)

h3
e‖J [∇(ωh) · νT ]‖2L2(e), (0.5)

where E(T ) is the set of edges e of T ∈ Th, and Eh is the set of all edges of the triangulation Th, i.e.,
Eh = Eh(Ω) ∪ Eh(Γ), where Eh(Ω) := {e ∈ Eh : e ⊆ Ω}, Eh(Γ) := {e ∈ Eh : e ⊆ Γ}. We denote by J [τ · νT ] the
corresponding jump across e, that is J [τ · νT ] := (τT − τT ′)|e · νT , where T ′ is the other triangle of Th having e as
edge.

Our approach is based on the introduction of dual problem technique, we deduce practically the same error
indicator that developed in [1] for the Stokes system, only defers in appropriate factors of meshsize, which, under
appropriate assumptions, allows us to prove efficiency in natural norms. In this sense, it can be seen as an extension
of the applicability of the error indicator developed in [1] to the standard stream function and vorticity formulation.

In addition, several numerical experiments confirming the theoretical properties of the estimator, and illustrating
the capability of the corresponding adaptive algorithm to localize the singularities and the large stress regions of
the solution, are also reported.
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bounded solutions of a nonlinear beam equation in

Banach space ∗

V. F. da Silva†

This paper is concerned with the existence of bounded solutions of the mixed problem for the equation

u′′(t) + M(‖u(t)‖β
W )Au(t) + σM1(‖A1/2u(t)‖2H)Au(t) + A2u(t) = 0, t > 0, (0.1)

where M(ξ) is the function M(ξ) = m0 + m1ξ defined on [0,∞[, m0 > 0, m1 ≥ 0 (m0, m1 constants), M1

is the function M1(ξ) = m2 + m3ξ defined on [0,∞[, m2 ≥ 0,m3 ≥ 0 (m0, m1 constants) and σ ≥ 0 is a
constant; A an unbounded self-adjoint operator of a separable Hilbert space H such that (Au, u)H ≥ γ |u|2H , ∀u ∈
D(A) (γ positive constant), A−1 compact operator of H; W a Banach space with dual W ′ strictly convex such
that the space D(A) is continuosly embedding in W , and β a real number.

In a recent work, applying the Galerkin method, we have obtained only local solutions for equation (0.1). The
difficulty in this approach is that we obtain only one estimate for the approximate solutions of (0.1), which does
not allow us to obtain global solution. To overcome the difficulty we introduce the damping term

α(t)
(
||Au(t)||2β

H + ||Au(t)||4H
)

Au′(t)

in the equation.
Under the above considerations, we have the following result:

Theorem 0.1. Consider β ∈ R with β > 1 , α ∈ L∞loc(0,∞), α(t) > 0 a.e. t ∈]0,∞[ , 1/α ∈ L1(0,∞) and

u0 ∈ D(A2), u1 ∈ D(A),

then there exists only one function u in the class

u ∈ L∞loc

(
0,∞; D(A2)

)
,

u′ ∈ L∞loc (0,∞; D(A)) ,

u′′ ∈ L∞loc (0,∞; H) ,

such that
u′′(t) + M(‖u(t)‖β

W )Au(t) + σM1(‖A1/2u(t)‖2H)Au(t)+

A2u(t) + α(t)
(
||Au(t)||2β

H + ||Au(t)||4H
)

Au′(t) = 0 in L∞loc(0,∞;H),

u(0) = u0, u′(0) = u1.

To show the existence of solutions ofthe theorem we use the Faedo- Galerkin ’s method with a basis (wj) of the
space D(A1/2) constituted by the eigen functions of the operator A, a characterization of the derivative of the term
M(||u||βW ) and the Arzela- Ascoli theorem. The uniqueness follows by the energy method.

The exponential decay of solutions of the equation of the theorem will be published later.

∗Mathematics Subject Classifications: 35L70, 35B35

Key words: Wave equation, stabilization asymptotic
†Universidade Federal da Paráıba,DM, PB, Brasil, nilza@mat.ufpb.br
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Coincidences for multiple summing mappings
G. Botelho ∗ D. Pellegrino †

Let Πp(E; F ) denote the space of all absolutely p-summing operators from E to F . It is well known that when
E has cotype 2, then Πs(E; F ) = Πr(E; F ) for every 1 ≤ s ≤ r ≤ 2, and when E has cotype q > 2, then

Πs(E; F ) = Πr(E; F )

for every 1 ≤ s ≤ r < q
q−1 := q′ (see [1, Corollary 11.16 ]). In this note we show that multiple summing multulinear

mappings present a very close behavior. Our results complements results due to David Pérez-Garćıa [4]. From now
on Πn

p (E1, . . . , En;F ) denotes the space of all multiple p-summing n-linear mappings from E1 × · · · × En to F .
The next lemma is simple and will be used several times.

Lemma 0.1. Let (a(1)
j )j , ..., (a

(k)
j )j ∈ lp, 1 ≤ p < ∞. Then (a(1)

j1
...a

(k)
jk

)j1,...,jk
∈ lp.

Proposition 0.1. If E1, ..., En have cotype 2, then

Πn
2 (E1, . . . , En;F ) ⊂ Πn

1 (E1, . . . , En;F ).

Proof. Suppose that A ∈ Πn
2 (E1, . . . , En; F ). Let (x(k)

j )j ∈ lw1 (Ek), k = 1, ..., n. Since Ek has cotype 2, from [2,
Proposition 6],

lw1 (Ek) = l2l
w
2 (Ek).

So,
(x(k)

j )j = (a(k)
j y

(k)
j )j ∈ l2l

w
2 (Ek).

Then, using the lemma and Hölder Inequality,
(
A

(
(x(1)

j1
)j1 , ..., (x

(n)
jn

)jn

))
j1,...,jn

=
(
A

(
(a(1)

j1
y
(1)
j1

)j1 , ..., (a
(n)
jn

y
(n)
jn

)jn

))
j1,...,jn

=
(
a
(1)
j1

...a
(n)
jn

A
(
(y(1)

j1
)j1 , ..., (y

(n)
jn

)jn

))
j1,...,jn

∈ l1.

¤

Theorem 0.1. If E1, ..., En have cotype 2, then

Πn
p (E1, . . . , En; F ) = Πn

r (E1, . . . , En; F )

for every 1 ≤ p ≤ r < 2.

Proof. The inclusion ⊂ is due to David-Pérez-Garćıa [4]. Suppose that A ∈ Πn
r (E1, . . . , En; F ). Let (x(k)

j )j ∈
lw1 (Ek), k = 1, ..., n. Since Ek has cotype 2, Ek has also cotype q with r′ > q > 2.

From [2, Proposition 6],
lw1 (Ek) = lr′ l

w
r (Ek).

So,
(x(k)

j )j = (a(k)
j y

(k)
j )j ∈ lr′ l

w
r (Ek).

Then, using the lemma and Hölder Inequality,
(
A

(
(x(1)

j1
)j1 , ..., (x

(n)
jn

)jn

))
j1,...,jn

=
(
A

(
(a(1)

j1
y
(1)
j1

)j1 , ..., (a
(n)
jn

y
(n)
jn

)jn

))
j1,...,jn

∗Faculdade de Matemática, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia, MG, Brazil, botelho@ufu.br
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=
(
a
(1)
j1

...a
(n)
jn

A
(
(y(1)

j1
)j1 , ..., (y

(n)
jn

)jn

))
j1,...,jn

∈ l1.

Hence A ∈ Πn
1 (E1, . . . , En;F ) and, from [4], we have A ∈ Πn

p (E1, . . . , En; F ).¤
The next corollary is an extension of [3, Teorema 4.31]:

Corollary 0.1. If E1, ..., En have cotype 2, then

Πn
2 (E1, . . . , En;F ) ⊂ Πn

p (E1, . . . , En;F ), 1 ≤ p ≤ 2.

Πn
p (E1, . . . , En; F ) = Πn

r (E1, . . . , En; F ), 1 ≤ p ≤ r < 2.

In [4] it is shown that if 1 ≤ p < q ≤ 2 and F has cotype 2, then

Πn
p (E1, . . . , En;F ) ⊂ Πn

q (E1, . . . , En;F ).

Using this result and Corollary 0.1, we have:

Theorem 0.2. If E1, ..., En and F have cotype 2, then

Πn
p (E1, . . . , En; F ) = Πn

r (E1, . . . , En; F )

for every 1 ≤ p ≤ r ≤ 2.

Theorem 0.3. If E1, ..., En have cotype q > 2, then

Πn
s (E1, . . . , En; F ) ⊂ Πn

1 (E1, . . . , En; F )

for every 1 ≤ s < q
q−1 .

Proof. Since s < q
q−1 , we have s′ > q. Suppose that A ∈ Πn

s (E1, . . . , En; F ). Let (x(k)
j )j ∈ lw1 (Ek), k = 1, ..., n.

Since Ek has cotype q > 2, from [2, Proposition 6],

(x(k)
j )j = (a(k)

j y
(k)
j )j ∈ ls′ l

w
s (Ek).

The result is obtained by using Lemma 0.1 and Hölder Inequality. ¤
From the previous theorem and from the inclusion theorem in [4], it follows:

Corollary 0.2. If E1, ..., En have cotype q > 2, then

Πn
s (E1, . . . , En; F ) = Πn

p (E1, . . . , En; F )

for every 1 ≤ s ≤ p < q
q−1 .
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Comportamento assintótico do tempo de existência de

um sistema parabólico semilinear acoplado
f. dickstein ∗ & m. loayza †

Introdução. Consideramos soluções positivas do sistema
{

ut −∆u = uavb in (0, T )× RN

vt −∆v = ucvd in (0, T )× RN
(0.1)

com dados iniciais u(0) = u0, v(0) = v0 in RN onde u0, v0 ∈ C0(RN ), u0, v0 ≥ 0 e a, b, c, d ≥ 1 satisfazem a seguinte
condição

(b + 1− d)(c + 1− a) > 0. (0.2)

É conhecido que o sistema (0.1) possui uma única solução clássica definida num intervalo maximal [0, T ) com
T ∈ (0,∞). No caso que T < ∞ dizemos que a solução explode no tempo finito T . Este fenômeno tem sido
estudado por vários autores [1], [2], [4], [6]. Em particular, Escobedo e Levine [6] provaram que se N = 1 com

a > 1 se a + b ≤ c + d, d > 1 se a + b > c + d e min{a + b, c + d} ≤ 3. (0.3)

Então, para (u0, v0) 6= (0, 0) temos que a solução de (0.1) (u, v) explode.
Estamos interessados em analisar o comportamento do tempo de existência da solução wλ = (uλ, vλ)(λ > 0) do

sistema (0.1) com dados iniciais

u(0) = λb+1−dψ1, v(0) = λc+1−aψ2 in RN (0.4)

onde ψi ∈ C0(RN )(i = 1, 2) são funções não negativas tais que ψi ∈ L1(RN ) ou ψi ∈ J(σ) com J(σ) = {ψ ∈
C0(RN ); ψ ≥ 0, existe C > 0 tal que lim infx→∞ |x|σψ(x) ≥ C}.

Analisamos o crescimento do tempo de existência de wλ quando λ → 0. Definimos I(σ, l)] = {ϕ ∈ C0(R), ϕ ≥
0, limx→∞ |x|σϕ(x) = l}.

Teorema 1. Suponha (0.2), (0.3) e sejam D = bc − (a − 1)(d − 1), β1 = 2 b+1−d
D e γ = c−a+1

b−d+1 . Considere

ϕ1 ∈ I(σ1, l1), ϕ2 ∈ I(σ2, l2) com l1, l2 > 0, σ1 < 1 e σ2 = γσ1 < 1. Então ρ1 = β1 − σ1 > 0 e lim
λ→0

λ
2(b+1−d)

ρ1 Tλ =

T (σ1, lσ2), onde T (σ1, lσ2) é o tempo de exlosão da solução de (0.1) com dados iniciais (| · |−σ1 , | · |−σ2).

Teorema 2. Suponha (0.2), (0.3) e ϕ1 ∈ I(σ1, l) com σ1 < 1, γσ1 = 1, l > 0 e ϕ2 ∈ L1, ϕ2 ≥ 0. Suponha que

M =
∫
RN ϕ2 > 0. Então lim

λ→0
λ

2(b+1−d)
ρ1 Tλ = T (σ1,Mδ0), onde T (σ1, Mδ0) é o tempo de explosão da solução de

(0.1) com dados iniciais (| · |−σ1 , Mδ0).

Teorema 3. Suponha (0.2), (0.3) e a + b = c + d < 3. Sejam ϕ1, ϕ2 ∈ L1, ϕ1, ϕ2 ≥ 0 tal que
∫
RN ϕ1 > 0,

∫
RN ϕ2 > 0. Então lim

λ→0
λ

2(b+1−d)
ρ1 Tλ = T (δ0, δ0), onde T (δ0, δ0) é o tempo de explosão da solução de (0.1) com dados

iniciais (δ0,Mδ0).

Teorema 4. Suponha (0.2), (0.3) e a+ b = c+d, ϕ1 ∈ I(1, l1), ϕ2 ∈ I(1, l2) para l1, l2 > 0. Então wλ explode num
tempo finito e lim

λ→0
(h(λ−(b+1−d))−2Tλ = T (δ0, lδ0), onde T (δ0, lδ0) é o tempo de explosão da solução de (0.1) com

dados iniciais (δ0, lδ0).

∗Universidade Federal do Rio de Janeiro, IM, RJ, Brasil, flavio@labma.ufrj.br
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O problema não linear com dados iniciais não regulares. Analisamos a existência de soluções
do problema de Cauchy {

ut −∆u = |u|a−1|v|b−1v in (0, T )× RN

vt −∆v = |u|c−1u|v|d−1v in (0, T )× RN
(0.5)

com dados iniciais u(0) = u0 ∈ Er1,s1 e v(0) = v0 ∈ Er2,s2 . Denotamos Er,s = Lr + Ls(r ≤ s) o espaço de Banach
com a norma ‖u‖r,s = inf

u=u1+u2
{‖u1‖r + ‖u2‖s}. Usando argumentos similares aos usados em [1] e [3] é posśıvel

mostrar o seguinte resultado.

Proposição 1. Sejam a, b, c, d > 1, r1, r2 ≥ 1 tal que bc − (a − 1)(d − 1) > 0 e a−1
r1

+ b
r2

< 2
N , c

r1
+ d−1

r2
< 2

N .
Então, existem η ≥ r1, ξ ≥ r2 tal que para w0 ∈ Er1,s1 ×Er2,s2 com s1 ≤ η, s2 ≤ ξ existe T > 0 e uma única função
u ∈ C([0, T ], Er1,s1 × Er2,s2) a qual é a solução de (0.5) em [0, T ]. Mais ainda, se w0,n → w0 em Er1,s1 × Er2,s2 ,
então para t pequeno wn(t) → w(t) uniformemente quando n →∞.

Observação. Seja M o espaço das medidas finitas sobre RN . Com as hipôteses do resultado anterior (para
r2 = s2 = 1). Se w0 ∈ Er,s ×M o problema (0.5) possui uma única solução u ∈ C((0, T ], Er1,s1 × L1) clássica tal
que u(t) → u0 em Er,s e v(t) ⇀ v0 weak−∗ em M quando t → 0.

Demonstração dos resultados. De (0.2) temos que D = bc−(a−1)(d−1) > 0. Definimos β1 = 2(b+1−d)
D ,

β2 = 2(c+1−a)
D , γ = c−a+1

b−d+1 e portanto, max{β1, β2} > 1. Em particular, se σ ≤ 1 satisfaz γσ1 ≤ 1 então
ρ1 = β1 − σ1 > 0.

Para a demonstração dos resultados usamos o seguinte argumento de dilatação. Dada wλ = (uλ, vλ) solução
de (0.1)-(0.4) e µ > 1 a função w̃µ = (ũµ, ṽµ) definida por ũµ(x, t) = µβ1uλ(µx, µ2t), ṽµ(x, t) = µβ2vλ(µx, µ2t) é
também uma solução de (0.1) com dados iniciais w̃0,µ = (ũ0,µ, ṽ0,µ) onde ũ0,µ(x) = µβ1λb−d+1ϕ1(µx), ṽ0,µ(x) =
µβ2λc−a+1ϕ2(µx).

Claramente, se wλ explode em Tλ então w̃µ explode em T̃µ onde Tλ = µ2T̃µ.
Mostraremos somente o teorema 1. Um argumento similar pode ser usado para mostrar os outros teoremas.

Consider µ tal que λb+1−dµβ1−σ1 = 1 and w̃µ = (ũµ, ṽµ). Então ũ0,µ(x) = µσ1ϕ1(µx), ṽ0,µ(x) = µσ2ϕ2(µx). Como
λ → 0 temos que µ → ∞. Por outro lado, quando µ → ∞ temos que ũ0,µ → | · |−σ1 em Er1,s1 e ṽ0,µ → l| · |−σ2

em Er2,s2 com r1, s2, r2, s2 satisfazendo as condições da Proposição 1. Portanto, existe uma solução w(σ1, lσ2)
definida num intervalo [0, T (σ1, lσ2)). De (0.3) temos que T (σ1, lσ2) < ∞. Usando a continuidade do tempo de
existência(veja [2]) conclúımos que T̃µ = µ−2Tλ → T (σ1, lσ2) quando µ →∞.
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conjunto de pontos ω-sequencialmente cont́ınuos
n. n. tocha ∗

Resumo
Dados E, F espaços de Banach, N ∈ IN e P : E −→ F um polinômio N -homogêneo cont́ınuo, neste trabalho

temos por objetivo estudar o conjunto dos pontos x ∈ E tais que P é ω-sequencialmente cont́ınuo em x. Tal
conjunto será denotado por C(P ). Aqui, vamos apresentar algumas propriedades básicas do conjunto C(P ) e
alguns exemplos de espaços de Banach E e F tais que cada polinômio N -homogêneo cont́ınuo P : E −→ F é tal
que C(P ) = E.

Este trabalho é parte da Tese de Doutorado [7] escrita sob a orientação da profa. Mary Lilian Lourenço, Instituto
de Matemática e Estat́ıstica, IME-USP - São Paulo. Este trabalho se originou do estudo do artigo cient́ıfico [2].
Como referências para as definições e resultados envolvendo polinômios sugerimos [3,6] e para a teoria de espaços
de Banach [4].

O conjunto C(P ) têm as seguintes propriedades básicas:

Proposição 0.1. Seja P ∈ P(NE;F ). As seguintes afirmações valem:

1. C(P ) é um subconjunto fechado de E.

2. Se x ∈ C(P ) então λx ∈ C(P ) para todo λ ∈ IK. Em particular, se C(P ) 6= ∅ então 0 ∈ C(P ).

3. C(P ) = ∩N−1
j=0 {x ∈ E : Φj(x) ∈ Pwsc(0)(N−jE;F )} com Φj(x)(y) = A(xj , yN−j).

Dado r ∈]1,∞[, vamos denotar por
⌊
r
⌋
:= o menor inteiro maior ou igual a r. Pela proposição 0.1, segue o

seguinte exemplo:

Exemplo 0.1. Sejam p, q ∈ ]1,∞[ com q < p e consideremos N =
⌊

p
q

⌋
. Então

1. Para cada 1 ≤ j ≤ (N − 1) e cada P ∈ P(j lp; lq) tem-se que C(P ) = lp.

2. Para cada P ∈ P(N lp; lq) ou C(P ) = ∅ ou C(P ) = lp.

3. Para cada P ∈ P(N+1lp; lq) ou C(P ) = ∅ ou C(P ) é um subespaço.

A próxima proposição nos auxiliará a exibir mais alguns exemplos.

Proposição 0.2. Sejam E, F espaços de Banach e N ∈ IN. Se P(NE;F ) = Pwsc(NE;F ) então P(NE)=Pwsc(NE).
Reciprocamente, se F é de Schur, a igualdade P(NE)=Pwsc(NE) implica que P(NE;F ) = Pwsc(NE;F ).

Exemplo 0.2. Dado p ∈ ]1,∞[ tomemos N = bpc. Para cada r ≤ N − 1, temos que P(rlp; l1)=Pwsc(rlp; l1). Em
particular, P(rlq; l1)=Pwsc(rlq; l1) para todo q ≥ p e cada r ≤ N−1. Também, temos que Pwsc(N lp; l1)=Pwsc(0)(N lp; l1).

Agora, suponhamos que F é uma álgebra de Banach. Então, dados polinômios P ∈ P(NE;F ) e Q ∈ P(ME;F ),
temos que P ·Q ∈ P(N+ME;F ) onde (P ·Q)(x) := P (x) ·Q(x) para cada x ∈ E. E neste caso, vale:[

C(P ) ∩ C(Q)
]
∪

[
C(P ) ∩ P−1(0)

]
∪

[
C(Q) ∩Q−1(0)

]
⊂ C(P ·Q). (0.1)

Em geral, não temos a igualdade, como mostra o seguinte exemplo:

∗Universidade Tecnológica Federal do Paraná, Curitiba, PR, Brasil, neusatocha@yahoo.com.br
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Exemplo 0.3. Sejam p, q ∈]1,∞[ com p > q consideremos N =
⌊

p
q

⌋
. Dados (λi)i ∈ l∞ \ c0 e (ξi)i ∈ l1 sejam

P,Q : lp −→ lq os polinômios N -homogêneos definidos por P (x) =
∞∑

i=1

ξix
N
i ei e Q(x) =

∞∑
i=1

λix
N
i ei para cada

x =
∞∑

i=1

xiei ∈ lp. Então C(P ) = lp, C(Q) = ∅ e C(P ·Q) = lp.

Com o aux́ılio da fórmula 0.1, temos a seguinte proposição:

Proposição 0.3. Sejam E, F espaços de Banach. Suponhamos que existe N ∈ IN tal que P(rE;F ) = Pwsc(rE;F )
∀r < N e P(NE;F ) 6= Pwsc(NE;F ). Então:

1. Para cada M ∈ IN e cada Q ∈ Pwsc(ME) existe R ∈ P(M+NE;F ) tal que C(R) = Q−1(0).

2. Dado um hiperplano H, para cada M ∈ IN existe Q ∈ P(N+ME;F ) tal que C(Q) = H.

3. Dados H1, . . . ,HM hiperplanos de E existe Q ∈ P(N+ME;F ) tal que C(Q) = H1 ∪ . . . ∪HM .

4. Se N = 1, então dados H1, . . . ,HN hiperplanos de E existe P ∈ P(N+1E;F ) tal que C(Q) = H1 ∪ . . . ∪HN .

Exemplo 0.4. 1. Sejam p ∈]1,∞[, M ∈ IN e P ∈ Pwsc(M lp). Dado Q1 ∈ P(bpclp; l1), para o polinômio
R1 = P · Q1 temos que ou C(R1) = lp ou C(R1) = P−1(0). Se p > q, dado Q2 ∈ P

(
b p

q clp; lq
)
, para o

polinômio R2 = P ·Q2 temos que ou C(R2) = lp ou C(R2) = P−1(0).

2. Dado um subespaço fechado S ⊂ lp, p ∈]q,∞[, para cada M ∈ IN existe uma seqüência (Qi)i ⊂ P(bpc+M lp; lq)
tal que S = ∩∞i=1C(Qi).

Exemplo 0.5. Sejam p ∈]1,∞[, (λk)k ∈ l∞ e N ∈ IN.

1. Para o polinômio P : lp −→ lp definido por P (x) =
∞∑

i=1

λix
N
i ei para cada x =

∞∑
i=1

xiei ∈ lp, temos que

C(P ) = ∅ se (λk)k ∈ l∞ \ c0 e se (λk)k ∈ lp então C(P ) = lp.

2. Se N ≥ p, para o polinômio P : lp −→ l1 definido por P (x) =
∞∑

i=1

λix
N
i ei para cada x =

∞∑
i=1

xiei ∈ lp temos

que C(P ) = ∅ se (λk)k ∈ l∞ \ c0 e se (λk)k ∈ l1 então C(P ) = lp.

Observamos que em um espaço de Banach E com uma base de Schauder incondicional e normalizada (xn)n,

dados (λk)k ∈ l1 \ c00 e N ∈ IN, para o polinômio P : E −→ E definido por P (x) =
∞∑

k=1

λkαN
k xk para cada

x =
∞∑

k=1

αkxk ∈ E temos que C(P ) = E.
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considerações sobre a análise de sensibilidade

topológica em doḿınios perturbados por furos com

condição de contorno de dirichlet
j. rocha de faria ∗ & a. a. novotny †

A Análise de Sensibilidade Topológica fornece uma expansão assintótica, denominada expansão assintótica
topológica para uma função custo associada a uma equação de estado definida sobre um domı́nio que sofre uma
perturbação singular infinitesimal, como a introdução de furos, por exemplo. Para fixar a notação, seja um aberto
limitado Ω ⊂ Rn, com fronteira suave ∂Ω, e considere a criação de um furo Hε de raio ε e centro no ponto x̂ ∈ Ω.
Tem-se, portanto, o domı́nio perturbado Ωε = Ω\Hε, cuja fronteira é denotada por ∂Ωε = ∂Ω∪∂Hε. Admitindo-se
que a função custo ψ admite a expansão assintótica

ψ(Ωε) = ψ(Ω) + f1(ε)DT ψ + o(f1(ε)) , (0.1)

onde f1(ε) é uma função suave, tal que f1(ε) → 0, quando ε → 0+, o termo DT ψ é definido como a derivada
topológica de ψ, e fornece a sensibilidade para a criação da perturbação em cada ponto em que está definido. A
principal propriedade desejável da derivada topológica é que ela possa ser definida a priori, através da solução da
equação de estado (e, possivelmente, da solução de uma equação auxiliar), considerada apenas sobre o domı́nio
original (não perturbado) de definição do problema. Tal propriedade, é de fundamental importância do ponto de
vista do custo computacional e credencia a derivada topológica como uma poderosa ferramenta a ser aplicada em
Otimização Topológica [7], Problemas Inversos [1] e Processamento de Imagens [5], por exemplo. Historicamente, o
conceito de derivada topológica foi definido pela primeira vez em Sokolowski & Zochowski [7], considerando a criação
de furos com condição de contorno de Neumann homogênea em sua fronteira (caso de Neumann). No trabalho de
Céa et al. [2], esse conceito foi generalizado para furos com condição de contorno de Dirichlet (caso de Dirichlet)
e foi proposta uma técnica, domain truncation method, para o seu cálculo. No entanto, esta metodologia introduz
um parâmetro artificial R na derivada topológica no caso de Dirichlet, cuja influência tem sido desconsiderada na
literatura, causando uma discrepância na expansão assintótica topológica. O objetivo principal desse trabalho é
analisar as consequências da aproximação adotada. Em particular, utiliza-se a metodologia proposta em Novotny
et al. [6], topological-shape sensitivity method, e calcula-se a derivada topológica para a energia potencial total
associada ao Problema de Laplace bidimensional, para o caso de Dirichlet, considerando-se um furo circular e uma
expansão assintótica alternativa para a solução da equação de estado. Assim, a função custo é dada por

ψ(Ωε) =
1
2

∫

Ωε

‖∇uε‖2 −
∫

ΓN

quε , (0.2)

onde uε é a solução do seguinte problema variacional associada ao domı́nio perturbado Ωε: encontre uε ∈ Uε, tal
que ∫

Ωε

∇uε · ∇η+
∫

ΓN

qη = 0 ∀η ∈ Vε . (0.3)

Em particular, o conjunto das funções admisśıveis Uε e o espaço das variações admisśıveis Vε são definidos, como

Uε = {uε ∈ H1(Ωε) : uε|ΓD
= ϕ, uε|∂Hε

= 0}, Vε = {η ∈ H1(Ωε) : η|ΓD
= 0, η|∂Hε

= 0}, (0.4)

onde ΓD e ΓN são as fronteiras de Dirichlet e Neumann, tais que ∂Ω = ΓD ∪ ΓN , com ΓD ∩ΓN = ∅. Além disso, ϕ

e q são a temperatura e o fluxo de calor prescritos sobre ΓD e ΓN , respectivamente. Com estes elementos, tem-se:
∗DE UFPB, PB, Brasil, jairo@de.ufpb.br
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• a expansão assintótica topológica encontrada na literatura corrente:

ψ(Ωε) = ψ(Ω) +
π

log(R/ε)
u (x̂)2 + o(ε) , (0.5)

onde é adotada a aproximação 1
log(R/ε) ≈ − 1

log ε (veja, por exemplo, P. Guillaume & K. Sid Idris [3]).

• a expansão proposta no presente trabalho:

ψ(Ωε) = ψ(Ω)− π

log ε + 2πG(x̂)
u (x̂)2 + o(ε) , (0.6)

onde foi adotada a expansão assintótica (Kozlov & Maz’ya [4])

uε (x) = u (x)− u (x̂)
(

1
2π

log ε + G(x̂)
)−1

(12π log ‖x−x̂‖+ G (x)) + ũε , (0.7)

sendo u a solução de (0.3) para ε = 0 (sem furo) e G (x) a solução do seguinte problema variacional auxiliar:
encontre G ∈ V, tal que ∫

Ω

∇G · ∇η+
∫

ΓN

hη = 0 ∀η ∈ W , (0.8)

onde o conjunto das funções admisśıveis V e o espaço das variações admisśıveis W são definidos como

V = {G ∈ H1(Ω) : G|ΓD
= g} e W = {η ∈ H1(Ω) : η|ΓD

= 0} . (0.9)

As funções g e h são dadas por

g(x) = − 1
2π

log ‖x−x̂‖ e h(x) =
1
2π

x−x̂

‖x−x̂‖2 · n , (0.10)

e ũε satisfaz a estimativa |ũε|H1(Ωε) ≤ Cε, com C independente de ε.

Como resultado, obtém-se uma expressão mais geral da derivada topológica e demonstra-se sua dependência
impĺıcita, através da solução G(x̂) de um problema-auxiliar, com a posição x̂ onde a perturbação é introduzida
(i.e., a derivada topológica não pode ser obtida a priori, neste caso). A presente metodologia tem a anterior como
caso particular, quando o domı́nio é um disco de raio R com centro no furo BR (x̂).
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cotas para o primeiro autovalor do p-laplaciano
h. bueno ∗ & g. ercole † & a. zumpano ‡

Aplicando o teorema do ponto fixo de Schauder, obtemos soluções radiais positivas para o problema de Dirichlet
−∆pu = w(x)f(u), em que ∆p = div

( |∇u|p−2∇u
)

(p > 1) é o p-Laplaciano em um domı́nio limitado e suave
Ω ⊂ Rn (n > 1), w é uma função peso e f é uma não-linearidade.

Condições assintóticas sobre f são substituidas por cotas locais que devem ser satisfeitas pela não-linearidade
cont́ınua f . Desse modo, estendemos resultados anteriores obtidos para domı́nios radiais [1, 2]. Mais precisamente,
f satisfaz as condições locais

{
0 ≤ f(u) ≤ k1M

p−1 para 0 ≤ u ≤ M ;
k2δ

p−1 ≤ f(u) para δ ≤ u ≤ M,
(0.1)

em que 0 < δ < M e k1(Ω, w) = k1 < k2 = k2(x0, R) são constantes positivas (que dependem apenas de w e Ω)
e serão definidas no decorrer da apresentação. Uma escolha ótima para a constante k2 é obtida ao se tomar uma
bola com centro no ponto arbitrário x0 ∈ Ω e raio R, o maior raio posśıvel, de modo que BR(x0) ⊂ Ω.

Geometricamente, as condições sobre f significam que, no plano u-v, o gráfico de v = f(u) permanece abaixo
da reta horizontal v = k1M

p−1 para u ∈ [0,M ] e passa através do “túnel” Γ definido por

Γ =
{
(u, v) : δ ≤ u ≤ M, k2δ

p−1 ≤ v ≤ k1M
p−1

}
. (0.2)

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx(a) u

k2u
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f
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R

k2δ
p−1 (c)
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u

f
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Figura 1: A função f passa através do“túnel” Γ. O gráfico (a) ilustra o caso p < 2, (b) o caso p = 2 e (c) o caso
p > 2.

Para BR(x0) ⊂ Ω é arbitrário, provamos

k1(Ω,w) < λp(Ω, w) < k2(x0, R), (0.3)

em que λp(Ω, w) é o primeiro autovalor do p-Laplaciano.
No caso especial em que w ≡ 1 e Ω = BS (bola de raio S > 0), comparamos nossa cota inferior k1 com a cota

fornecida pela constante de Cheeger h1(BS) (veja [4]); resulta que k1 oferece uma cota inferior mais acurada do
que h1(BS) para uma larga gama de valores de p.

Também estudamos o comportamento assintótico de k1 e k2 quando p → 1 e p →∞.
A apresentação é baseada em artigo aceito para publicação na revista “Advanced Nonlinear Studies”.
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decomposição da equação de bellman
o. s. jesus ∗ & l. barbanti †

A equação diferencial parcial, básica da Programação Dinâmica, conhecida como equação de Bellman, associada
a equação diferencial ẋ = f(x, u, t), com a variável de estado x e variável de controle u, é dada por

0 =
∂S

∂t
(t)x+ min

u∈U
{G[x, u, t] + grad (S(t)x) · f(x, u, t)} (0.1)

A complexidade de (0.1) é considerada como um dos fatores de maior dificuldade para a própria aplicação da
Programação Dinâmica.

Neste trabalho decompomos a equação de Bellman através de um esquema convergente de equações diferenciais
e deste esquema transferimos os problemas de (0.1) para as equações diferenciais ordinárias. Como a variável de
controle u é em geral regrada (isto é, com descontinuidades apenas de primeira espécie) [ver Princpio Bang-Bang]
o ambiente que usaremos para sintetizar tal esquema é o das Equações Integrais de Volterra-Stieltjes (com variável
regrada) considerando a integral de Dushnik e o conceito associado de semivariação limitada.

O contexto em que colocamos o problema permite que liberemos o seu estudo em espaços de Banach em geral.
O Teorema a seguir, conhecido como processo de linearização de Carlemann é essencial para decompor a equação

de Bellman (0.1) numa sequência de equações cujas soluções constituem uma sequência que converge para uma
solução de (0.1).

Teorema 0.1. ((1.7) de [1]) Seja y, satisfazendo

y(c, s+ t) = y(y(c, s), t), (0.2)

solução da equação diferencial ordinária não-linear{
dy
dt = g(y(t))
y(0) = c,

(0.3)

onde x, c e g são vetores em Rn. Então localmente as soluções de (0.3) são as soluções da equação diferencial parcial
linear

∂y

∂t
(t) =

n∑
i=1

gi(c)
∂y

∂ci
, (0.4)

onde gi e ci são, respectivamente, as i-ésimas componentes de g e c.

Teorema 0.2. (Corolário 1.4.2 de [2]) A equação

dU

dt
= AU(v)(t)x+ F (v)(t)x, 0 ≤ t ≤ T,

onde
A : D(A) ⊂ G−([0, c1], G−([0, T ], Y ))→ G−([0, c1], G−([0, T ], Y )),

para algum espaço de Banach Y e U,F ∈ G−([0, c1], G−([0, T ], Y )), é equivalente a uma equação integral de Volterra-
Stieltjes

U(v)(t)x− U(v)(0)x =
∫ t

0

·dsK(t, s) · U(v)(s)x+G(v)(t)x,
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onde

K(t, s) =

{
(s− t)A, se 0 ≤ s ≤ t ≤ T
0, se 0 ≤ t ≤ s ≤ T

e G(v)(s)x =
∫ s
0
F (v)(τ)xdτ.

O teorema a seguir é o principal resultado deste trabalho.

Teorema 0.3. Consideremos a equação de Bellman

−∂S
∂t

(t)x = min
u∈U

{
G(x, u, t) +

n∑
i=1

∂S

∂xi
(t)x · fi(x, u, t)

}
(0.5)

associada ao problema de minimizar o custo funcional Q = vT +
∫ T
0
G(x, u, t)dt para um sistema com variável de

estado x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) e controle u(t) = (u1(t), . . . , um(t)) sujeitos as restrições

x ∈ X ⊂ Rn,

u ∈ U ⊂ Rm

e dinâmica ẋ = f(x, u, t). Se S ∈ G−([0, c1], G−([0, T ], Y )) e satisfaz (0.3) então (0.5) é equivalente a equação
integral de Volterra-Stieltjes homogênea

S(v)(t)x− vT =
∫ t

0

·dsKn(t, s) · S(v)(s)x

onde

[Kn(t, s)U ](v)(s)x = (t− s)
[
n2

θ

∫ v

0

U(ψ)(t)xe
n
θ (v−ψ)dψ + nU(v)(t)x

]
,

com U ∈ G−([0, c1], G−([0, T ], Y )), t ∈ [0, T ], x ∈ X , e v ∈ [0, c1].

Prova: Segue do Teorema 0.1 que (0.5) pode ser escrita como{
dS
dt = AS(v)(t)x
S(0)x = S(vT )(0)x

onde A = θ ∂
∂v : D(A) ⊂ G−([0, c1], G−([0, T ], Y ))→ G−([0, c1], G−([0, T ], Y )) com θ = f(S(vT )(0)).

Considerando An := A
[
I − 1

nA
]−1 ∈ L(G−([0, c1], G−([0, T ], Y ))), n ∈ N, temos, pelo Teorema 0.2, que a

equação {
dS
dt = AnSx(v)(t)x, 0 ≤ t ≤ T, x ∈ X ,
S(0)x = vT , vT ∈ [0, c1]

é equivalente a equação integral de Volterra-Stieltjes homogênea

S(v)(t)x− vT =
∫ t

0

·dsKn(t, s) · S(v)(s)x,

onde

[Kn(t, s)U ](v)(s)x = (t− s)
[
n2

θ

∫ v

0

U(ψ)(t)xe
n
θ (v−ψ)dψ + nU(v)(t)x

]
,

com U ∈ G−([0, c1], G−([0, T ], Y )), t ∈ [0, T ], x ∈ X e v ∈ [0, c1].
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divergence theorem versus fubini’s theorem for a

general integration process
p. l. kaufmann ∗, š. schwabik †& r. bianconi ‡

The problem of defining an integration process which recovers any derivable function defined on a compact one-
dimensional interval from it’s derivative can be interpreted, for more dimentions, as defining an integration process
which is able to integrate, on a compact multi-dimentional interval, the divergence of all differentiable functions.
For the one-dimensional case, we have the Denjoy-Perron-Kurzweil-Henstock integral (or shortly, the generalized
Riemann integral, using Bartle’s notation) satisfying this property. Several attempts were made in order to extend
the definition for more dimensions, see for example [1], [2], [4] and [5].

In [2], Jarńık, Kurzweil and Schwabik have presented a differentiable function defined in R2 which has on
[a, b] = [a1, b1]× [a2, b2] an integrable partial derivative in a certain sense, but cannot fulfill Fubini’s Theorem when
we consider on [a1, b1] and [a2, b2] the generalized Riemann integral. We shall show that this example can be used
to prove a more general result, Proposition 0.1 below. The notation reasonable integral will be used; we omit from
this abstract the formal definition since it is quite delicate and long, and ask the reader to have in mind only that
a reasonable integral in [a, b] maps some set of real-valued functions defined in [a, b] into real numbers, satisfies
additivity with respect to intervals, is linear, generates continuous primitives for each integrable function, and
integrates all Riemann integrable functions with coinciding values. Riemann, Lebesgue and generalized Riemann
integrals are all reasonable.

Proposition 0.1. Let I = [a, b] ⊂ R2 be an interval, and let T , S1 and S2 be reasonable integrals in [a, b], [a1, b1]
and [a2, b2] , respectively. If for each differentiable function G : R2 → R2 we have that divG is T -integrable in [a, b]
and

(T )
∫

I

divG = (L)
∫

∂I

G ·N,

then there exists a T -integrable function F : [a, b] → R with (T )
∫

I
F = 0 and (S1)

∫ b1
a1

F (x, y) dx = 0 for each

y ∈ [a2, b2], but such that (S2)
∫ b2

a2
F (x, y) dy does not exist for almost every x ∈ [a1, b1].

In particular, each reasonable integral defined in [a, b] ⊂ R2 which satisfies the Divergence Theorem for every
differentiable function F : R2 → R2 fails to satisfy Fubini’s Theorem, at least in it’s most general form, when in
[a1, b1] and [a2, b2] the generalized Riemann integral is considered.

Pfeffer discussed the incompatibility of having an integral that satisfies both Divergence and Fubini’s Theorems
when searching for extensions of the generalized Riemann integral to more than one dimension, for example in [6].
Here we present an independent approach, using the notation of Schwabik [8].
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dualidade de espaços de hardy com valores vetoriais
f. j. bertoloto ∗

1 Introdução

Apresentamos inicialmente algumas definições. Para isto, introduzimos os śımbolos ∆ = {z ∈ C : |z| < 1} e
T = {z ∈ C : |z| = 1} nomeados disco aberto e circunferência unitária do plano complexo, respectivamente.
Consideramos F um espaço de Banach com dual topológico F ′. A expressão H(∆; F ) representa o espaço das
funções f : ∆ −→ F que são holomorfas.

Definição 1.1. Seja 1 ≤ p ≤ ∞. Denotamos por Lp(T ;F ) o espaço de Banach das (classes de) funções f̃ : T −→ F

que são mensuráveis com respeito à medida de Lebesgue em T satisfazendo ‖f̃‖p < ∞, onde

‖f̃‖p =
(

1
2π

∫ 2π

0

‖f(eiθ)‖pdθ

) 1
p

(1 ≤ p < ∞)

‖f̃‖∞ = ess sup ‖f̃(eiθ)‖

sendo que esta última expressão, denominada supremo essencial, representa o valor

inf{ sup
0≤θ≤2π

‖g̃(eiθ)‖; g̃ ∈ Cf̃}

onde Cf̃ é o conjunto das funções g̃ mensuráveis com valores em F que coincidem com f̃ quase-sempre.

Definição 1.2. Para cada f ∈ H(∆; F ), definimos

Mp[f ; r] =
(

1
2π

∫ 2π

0

‖f(reiθ)‖pdθ

) 1
p

onde 0 ≤ r < 1 e 1 ≤ p < ∞.

Definição 1.3. Denotamos por Hp(∆; F ), 1 ≤ p < ∞, o espaço de todas as funções f ∈ H(∆; F ) tais que
{Mp[f ; r]}0≤r<1 é um conjunto limitado como função de r. Escrevemos

‖f‖p = sup
0≤r<1

Mp[f ; r]

Definição 1.4. Usamos o śımbolo H∞(∆; F ) para denotar o espaço das funções f ∈ H(∆; F ) onde

sup
|z|<1

‖f(z)‖ < ∞

Os espaços Hp(∆; F ), 1 ≤ p ≤ ∞, são espaços de Banach denominados espaços de Hardy.

Definição 1.5. Para 1 ≤ p ≤ ∞, denotamos os espaços

Hp
w(∆; F ) = {f ∈ H(∆; F );ϕ ◦ f ∈ Hp(∆; C),∀ϕ ∈ F ′}

Hp(T ;F ) = {f ∈ Lp(T ;F );
1
2π

∫ 2π

0

f(eit)e−intdt = 0, n = −1,−2, . . .}
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É fácil ver que Hp(∆; F ) ⊂ Hp
w(∆; F ) para 1 ≤ p ≤ ∞.

Analisemos agora um teorema:

Teorema 1.1. (Ryan [2] e [3]) Seja F um espaço de Banach reflexivo e separável. Para 1 ≤ p ≤ ∞, o espaço
Hp(∆; F ) é isometricamente isomorfo ao espaço Hp(T ;F ).

Definição 1.6. Um espaço de Banach tem a propriedade de Radon-Nikodym anaĺıtica (ARNP) se para todo
1 ≤ p ≤ ∞ e toda função f ∈ Hp(∆; F ) existirem os limites radiais lim

r→1
f(reiθ) θ-quase sempre.

Teorema 1.2. (Bukhvalov [1]) Para 1 ≤ p ≤ ∞, o espaço Hp(∆; F ) é isometricamente isomorfo ao espaço
Hp(T ;F ) se, e somente se, F tem a propriedade ARNP.

Atualmente, já podemos encontrar várias caracterizações equivalentes da propriedade ARNP. Esta que damos
foi a inicial.

Teorema 1.3. (Taylor [4] e [5]) Se 1 < p < ∞ e 1
p + 1

q = 1, então Hp(∆; C)′ e Hq(∆; C) são topologicamente
isomorfos.

2 Resultado Obtido

Dando continuidade, a partir da generalização de muitos dos resultados destes artigos de Taylor [4] e [5], obtemos
o seguinte teorema:

Teorema 2.1. Seja F um espaço de Banach com a propriedade ARNP. Se 1 < p < ∞, 1
p + 1

q = 1 e Hp
w(∆; F ) =

Hp(∆; F ), então (Hp(∆; F ))′ e Hq(∆; F ′) são topologicamente isomorfos.

Diferentemente do que ocorre no caso do espaço de funções holomorfas, onde temos que o espaço das funções fra-
camente holomorfas coincide sempre com o das holomorfas, nem sempre o espaço das fracamente Hardy, Hp

w(∆; F ),
coincide com o corresponde espaço de Hardy, Hp(∆; F ), pois nem sempre Hp(∆; F )′ é topologicamente isomorfo
ao espaço Hq(∆; F ′), fato que podemos afirmar por um exemplo dado em Bukhvalov [1].
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Espaços de Banach de dimensão infinita par
V. Ferenczi ∗ & E. M. Galego †

É uma questão clássica na teoria de classificação isomorfa dos espaços de Banach de determinar a qual ponto as
propriedades dos espaços de dimensão infinita são diferentes das propriedades dos espaços de dimensão finita, em
comparação com o caso dos conjuntos de cardinalidade finita ou infinita na teoria dos conjuntos.

Por exemplo sabemos que se um conjunto F é de cardinalidade finita, não existe bijeção entre F e um subconjunto
próprio; mas que se F é de cardinalidade infinita, então sempre existe uma tal bijeção. No campo dos espaços de
Banach, é claro que um espaço de dimensão finita não pode ser linearmente isomorfo a um subespaço próprio, mas
a questão permaneceu aberta até recentemente no caso dos espaços de dimensão infinita, já que todos os espaços
clássicos são naturalmente isomorfos aos hiperplanos.

Questão 1 (Problema do hiperplano de Banach, 1932). Existe um espaço de Banach de dimensão infinita que não
é isomorfo aos hiperplanos? que não é isomorfo a nenhum subespaço próprio?

Essa pergunta foi resolvida por W.T. Gowers em 1994 [G].

Teorema 2 (Gowers). Existe um espaço de Banach G de dimensão infinita e não isomorfo a nenhum subespaço
próprio.

Portanto existem espaços de Banach de dimensão infinita que não são isomorfos a “sua dimensão menos um”.
Podemos fazer perguntas similares no caso da paridade da dimensão de um espaço de Banach, procurando

desenvolver uma noção de paridade para espaços de Banach de dimensão infinita que generalizaria o caso de
dimensão finita e determinar se existem tais exemplos. Definimos assim uma noção de dimensão par para espaços
de Banach reais que podem ser de dimensão infinita, usando a noção de estrutura complexa. Um espaço de Banach
real X tem estrutura complexa quando a estrutura R-linear de X pode ser vista como induzida, a menos de
isomorfismo, por uma estrutura C-linear, o que equivale à existência de um operador R-linear J em X tal que
J2 = −Id. Obviamente espaços reais de dimensão finita par têm estrutura complexa enquanto espaços reais de
dimensão finita impar não têm estrutura complexa.

Definição 3. Um espaço de Banach é par (ou de dimensão par) quando ele admite estrutura complexa, mas os
seus hiperplanos não admitem estrutura complexa.

Um espaço de Banach é impar (ou de dimensão impar) quando ele não admite estrutura complexa, mas os seus
hiperplanos admitem estrutura complexa.

Observamos que essa teoria pode ser vista como uma extensão do problema do hiperplano de Banach:

Observação 4. Espaços pares ou impares não são isomorfos aos hiperplanos.

A partir dessas perguntas, desenvolvemos uma teoria para determinar se um dado espaço é ou não par ou impar,
usando operadores “inessenciais” [Gz] e teoria espectral. Extendendo trabalhos iniciados em [F], provamos que dado
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um espaço X, a estrutura do conjunto dos operadores em X de quadrado −Id, a menos de operadores inessenciais,
caracteriza o conjunto das estruturas complexas sobre X e sobre os hiperplanos de X, e portanto caracteriza em
particular se X é ou não par ou impar.

Deduzimos que vários exemplos de espaços com poucos operadores, como alguns similares aos espaços construidos
por Gowers e Maurey [GM], ou espaços C(K) construidos por Koszmider [K], são pares ou impares.

Teorema 5. Existem espaços pares e impares:

• com base incondicional,

• ou do tipo do espaço de Gowers-Maurey,

• ou do tipo C(K).
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Estimativas do tipo Aleksandrov-Bakelman-Pucci para

Operadores Singulares Completamente Não Lineares.
T. Junges Miotto ∗

O objetivo deste trabalho é obter estimativas do tipo Aleksandrov-Bakelman-Pucci (estimativas ABP) para
soluções viscosas de equações envolvendo operadores singulares completamente não lineares em domı́nios limitados,
mais precisamente, para equações da forma F (D2u,Du) = f(x) onde F : S(n) × IRn − {0} → IR é cont́ınua e
satisfaz:

(H1) F (µM, tp) = |t|αµF (M,p), ∀ t ∈ IR, µ ∈ R+, α > −1.

(H2) a|p|αtr(N) ≤ F (M +N, p)− F (M,p) ≤ A|p|αtr(N), 0 < a ≤ A, α > −1, N ∈ S(n), N ≥ 0,

sendo S(n) o espaço das matrizes simétricas n × n. Tais operadores são estudados por Birindelli e Demengel nos
artigos [2], [3] entre outros. A classe de operadores que satisfaz essas condições inclui F (p,M) = |p|αM±

a,A(M),
onde α > −1 e M±

a,A são os operadores de Pucci, os quais são definidos por

M+
a,A(M) = Atr(M+)− atr(M−), M−

a,A(M) = atr(M+)−Atr(M−),

e o p−Laplaciano com p > 1, onde ∆p(u) = |Du|p−2tr(D2u) + (p− 2)|Du|p−4 < D2uDu,Du >.
Por uma estimativa ABP, entende-se uma limitação para o supremo de uma subsolução u em Ω em termos do

supremo de u em ∂Ω e da norma Ln de f . No caso de soluções clássicas e soluções fracas, as estimativas ABP
podem ser encontradas para domı́nios limitados em [5, 9] e em [4, 12] para domı́nios ilimitados.

Caffarelli [6] foi o primeiro a obter estimativas ABP para soluções viscosas, com o estudo de equações do tipo
M+

a,A(D2u) = f(x). Posteriormente, Caffarelli et al [7] obtiveram estimativas ABP para soluções Lp−viscosas de

−M+
a,A(D2u)− γ|Du| ≤ f(x) sobre {u > 0} e −M−

a,A(D2u) + γ|Du| ≥ f(x) sobre {u < 0}.

Recentemente foram obtidas estimativas ABP para equações da forma

F (D2u,Du, u, x) = f(x), x ∈ Ω. (0.1)

Os autores Quaas e Sirakov [11] estudaram a equação (0.1) supondo Ω um domı́nio limitado e

M−
a,A(X)− γ|p| − δ|r| ≤ F (X, p, r, x) ≤M+

a,A(X) + γ|p|+ δ|r|, x ∈ Ω.

Em [8] analisa-se (0.1) supondo F (X, p, r, x) ≤ M+
a,A(X) + b(x)|p|, x ∈ Ω, onde Ω é um domı́nio aberto de Rn

satisfazendo certas condições e b é uma função cont́ınua, não negativa e limitada. Koike e Swiech [10] estenderam
o resultado obtido por [8] para funções b ∈ Lq+(Ω). Temos ainda o trabalho de Amendola et al [1] que obtiveram
estimativas ABP para (0.1) sob a hipótese F (X, p, r, x) ≤M+

a,A(X)+b(x)|p|q, onde q ∈ [1, 2], Ω satisfaz as condições
de [8] e b é uma função cont́ınua.

Motivados pelos resultados de [7] e [9], obteve-se estimativas ABP para as equações da forma

F (D2u,Du) = f(x) em {u > 0} e F (D2u,Du) + γ|Du|β = f(x) em {u > 0},

com F satisfazendo as condições (H1)-(H2). Um ponto importante nesse trabalho é que esse tipo de estimativa
para o caso α 6= 0 inclui operadores como o p−Laplaciano e operadores singulares completamente não lineares que
ainda não haviam sido tratados. Os resultados obtidos foram os seguintes:
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Teorema 0.1. Seja u ∈ C(Ω̄) e f ∈ Ln(Ω)∩C(Ω). Se u for subsolução viscosa de F (D2u,Du) = f(x) em {u > 0},
então existe C = C(n, a, α) > 0 tal que,

sup
Ω
u ≤ sup

∂Ω
u+ + Cdiam(Ω)‖f−‖

1
α+1

Ln(Γ+(u+)).

Se u é uma supersolução viscosa de F (D2u,Du) = f(x) em {u < 0}, então existe C = C(n, a, α) > 0 tal que

− inf
Ω
u ≤ sup

∂Ω
u− + Cdiam(Ω)‖f+‖

1
α+1

Ln(Γ+(u−)).

Teorema 0.2. Seja u ∈ C(Ω̄) e f ∈ Ln(Ω) ∩ C(Ω). Se ‖f−‖Ln(Γ+(u+)) ≥ 1 e u é uma subsolução viscosa de

F (D2u,Du) + γ|Du|β = f(x) em {u > 0},

onde 0 < β ≤ α+ 1, então existe C = C(n, a, α, β, γ) > 0 tal que

sup
Ω
u ≤ sup

∂Ω
u+ + Cdiam(Ω)‖f−‖

1
β

Ln(Γ+(u+)).

If ‖f+‖Ln(Γ+(u+)) ≥ 1 e se u é uma supersolução viscosa de F (D2u,Du) + γ|Du|β = f(x) em {u < 0}, onde
0 < β ≤ α+ 1, então existe C = C(n, a, α, β, γ) > 0 tal que

− inf
Ω
u ≤ sup

∂Ω
u− + Cdiam(Ω)‖f+‖

1
β

Ln(Γ+(u−)),

onde Γ+(w) é o conjunto de contato superior de w.
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[4] Cabré, x. On the Alexandroff-Bakelman-Pucci estimate and the reversed Holder inequality for solutions of
elliptic and parabolic equations, Comm. Pure and Appl. Math. 48 (1995) 539-570.
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Existence of Asymptotically Almost Automorphic

Solutions to Neutral Integro-Differential Equations
J. P. C. dos Santos ∗

Let (X, ‖·‖) be a Banach space. We proof the existence and uniqueness of an asymptotically almost automorphic
mild solution to the abstract partial neutral integro-differential equations with unbounded delay

d

dt
D(t, ut) = AD(t, ut) +

∫ t

0

B(t− s)D(s, us)ds + g(t, ut), t ∈ [σ, σ + a), uσ = ϕ ∈ B, (0.1)

where D(t, ϕ) = ϕ(0) + f(t, ϕ), the linear operators A,B(t) : D(A) ⊂ X → X are densely defined and closed with a
common domain D(A), which is independent of t, the history ut : (−∞, 0] → X, defined by ut(θ) = u(t+θ), belongs
to an abstract phase space B defined axiomatically, and f, g are functions subject to some additional conditions. The
talk includes results of work togethers with Eduardo Hernandez, ICMC-USP, Brasil and Toka Diagana Department
of Mathematics, Howard University, USA.

1 My results

Let (X, ‖ · ‖), (Z, ‖ · ‖Z), (W, ‖ · ‖W) be Banach spaces. In this paper, the notation L(Z, W) stands for the collection
of bounded linear operators from Z into W endowed with the operator topology denoted by ‖ · ‖; we write L(Z)
when Z = W. The notations C(R, Z), BC(R, Z), and C0(R+, Z) stand for the collection of all strongly continuous
functions, bounded continuous functions from R into Z, and the space of all bounded continuous functions ϕ

from R+ into Z, which vanish at infinity, endowed with the sup norm ‖ · ‖∞ on R and R+ respectively. Similarly,
C(R×Z, W) and BC(R×Z, W) stand, respectively, for the class of all jointly continuous functions and the collection
of all jointly bounded continuous functions from R×Z into W respectively. By, C0(R+×Z, W) stands for the space
of the continuous functions f : R+ × Z → W such that lim

t→∞
f(t, z) = 0 uniformly for z ∈ C where C ⊂ Z is any

compact subset.
Throughout the rest of the paper we always assume that the abstract Cauchy problem

x′(t) = Ax(t) +
∫ t

0

B(t− s)x(s)ds, t ≥ 0, x(0) = x0 ∈ X, (1.2)

has an associated resolvent operator. For more details, we refer the reader to [1, 2, 3, 4, 5].
In this work we will using ideas and notations developed in [7] for the phase space B. In addition we introduction

of the concept of compact almost automorphy, see [6] for details.

Definition 1.1. A function f ∈ C(R, Z) is said to be compact almost automorphic if for every sequence of real
numbers (σn)n∈N there exists a subsequence (sn)n∈N ⊂ (σn)n∈N such that

g(t) := lim
n→∞

f(t + sn) and f(t) = lim
n→∞

g(t− sn)

uniformly on compact subsets of R. The collection of those functions will be denoted by AAc(Z).

Definition 1.2. A function f ∈ C(R × Z, W) is said to be compact almost automorphic in t ∈ R, if for every
sequence of real numbers (σn)n∈N there exists a subsequence (sn)n∈N ⊂ (σn)n∈N such that

g(t, z) := lim
n 7→∞

f(t + sn, z), and f(t, z) = lim
n 7→∞

g(t− sn, z) in W,
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where the limits are uniform on compact subset of R, for each z ∈ Z. The space of such functions will be denoted
by AAc(Z, W).

Definition 1.3. A continuous function f ∈ C(R+, Z) is said to be compact asymptotically almost automorphic if it
can be written as f = g+h where g ∈ AAc(Z) and h ∈ C0(R+, Z). Denote by AAAc(Z) the set of all such functions.

Definition 1.4. A function F ∈ C(R+ × Z, W) is said to be compact asymptotically almost automorphic if it can
be written as F = G + H, where G ∈ AAc(Z, W) and H ∈ C0([0,∞)×Z, W). Denote by AAAc(Z, W) the set of all
such functions.

The rest of this section is devoted to the existence of asymptotically almost automorphic solutions to the partial
neutral system (0.1). For that, we require the following assumption:

(H1) The functions f, g ∈ AAAc(R+ × B, X) and there exist continuous and nondecreasing functions Lg, Lf :
[0,∞) → [0,∞) such that for r ≥ 0 and for all ‖x‖B ≤ r, ‖y‖B ≤ r,

‖ f(t, x)− f(t, y) ‖ ≤ Lf (r)‖x− y‖B,

‖g(t, x)− g(t, y)‖ ≤ Lg(r)‖x− y‖B,

for all t ∈ R.

We adopt the notion of mild solutions for (0.1) from the one given in [4].

Definition 1.5. A function u : (−∞, σ + a) 7→ X for a > 0, is a mild solution of the neutral integrodifferential
system (0.1) on [σ, σ + a), if uσ ∈ B, the restriction of u to the interval [σ, σ + a) is continuous and

u(t) = R(t)(ϕ(0) + f(σ, ϕ))− f(t, ut) +
∫ t

σ

R(t− s)g(s, us)ds, for every t ∈ [σ, σ + a).

By using a fixed point criterion for contraction, we establish the following result.

Theorem 1.1. Assume that the phase space B is a fading memory space and that f(·) and g(·) satisfy (H1). If
Lf (0) = Lg(0) = 0 and f(t, 0) = g(t, 0) = 0 for every t ∈ R, then there exists γ0 > 0 such that for each ϕ satisfying
‖ϕ‖B ≤ γ0 there exists a mild solution u(·, ϕ) to (0.1) on [0,∞) such that u(·, ϕ) ∈ AAAc(X) and u0(·, ϕ) = ϕ.
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existence of global attractors for neural fields in an

unbounded domain
S. H. Silva ∗

We consider in this paper the non local evolution equation

∂u(x, t)

∂t
= −u(x, t) + J ∗ (f ◦ u)(x, t) + h, h ≥ 0, (0.1)

where u(x, t) is a real function on R × R+, h ∈ R+, J ∈ C1(R) is a non negative even function supported in the

interval [−1, 1], and, f is a increasing non linear function. The ∗ above denotes convolution product on R.

Equation (0.1) was derived in [11], to model a single layer of neurons. The function u(x, t) denotes the average

membrane potential of neurons located at position x ∈ (−∞,∞) at time t ≥ 0. The connection function J(x)

determines the coupling between the elements at position x with the element at position y. The function f(u) gives

the neural firing rate, or averages rate at which spikes are generated, corresponding to an activity level u. The

parameter h denotes a constant external stimulus applied uniformly to the entire neural field. When f(u(x, t)) > 0

the neurons at a point x are said to be active , (see [1], [2], [4], [6], [7] and [10]).

We joined here the additional conditions on f which are used as hypotheses in our results when necessary:

(H1) |f(x) − f(y)| ≤ k1|x − y|, ∀x, y ∈ R for some k1 > 0;

(H2) There exists k2 > 0 such that |f(x)| ≤ k2, ∀ x ∈ R.

Under the hypotheses (H1) and (H2), we prove that, in some space with weight, the flow generated by (0.1) is

dissipative in the sense of [5] and [12], that is, it has a global compact attractor. For this, we uses some ideas from

[8] and [9], where is considered a similar evolution equation.

We consider the flow generated by (0.1) in the space

L2(R, ρ) = {u ∈ L1

loc
(R) :

∫

R

u2(x)ρ(x)dx < +∞},

with norm ‖u‖L2(R, ρ) =
(∫

R
u2(x)ρ(x)dx

)
1

2 , where ρ is an integrable positive even function on R with
∫

R
ρ(x)dx =

1. One important property of this space is that it contain the constant functions. Note that in this space the

constant function equal to 1 has norm 1.

The following result has been proved in [8].

Lemma 0.1. Suppose that sup
x∈R

{ρ(x) : y − 1 ≤ x ≤ y + 1} ≤ Kρ(y), for some constant K and all y ∈ R. Then

‖J ∗ u‖L2(R,ρ) ≤
√

K‖J‖L1‖u‖L2(R,ρ).

The hypothesis (H1) and Lemma 0.1 are sufficient for the function F (u) = −u + J ∗ (f ◦ u) + h to be globally

Lipschitz in L2(R, ρ), hence the Cauchy problem for (0.1) is well posed in this space with a unique global solution,

(see [3]).

In the that follows, we denote by T (t) the flow generated by (0.1), given by [T (t)u](x) = u(x, t), where u(x, t)

is, by variation constant formula, given by

u(x, t) = e−tu(x, 0) +

∫

t

0

es−t[J ∗ (f ◦ u)(x, s) + h]ds.

We recall that a set B ⊂ L2(R, ρ) is an absorbing set for the flow T (t) if, for any bounded set C ⊂ L2(R, ρ),

there is a t1 > 0 such that T (t)C ⊂ B for any t ≥ t1 (see [12]).

Proceeding as in [9], we proof the following lemma:

∗Universidade Federal de Campina Grande , UACEN, PB, Brasil, horacio@cfp.ufcg.edu.br
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Lemma 0.2. Assume that sup
x∈R

{ρ(x) : y−1 ≤ x ≤ y+1} ≤ Kρ(y), for some constant K and all y ∈ R and that

the hypotheses (H1) and (H2) hold. Then, calling R = k2

√
K‖J‖L1 + h, the ball of center in the origin of L2(R, ρ)

and radius R + ε is an absorbing set for the flow T (t) for any ε > 0.

We recall that a set A ⊂ L2(R, ρ) is a global attractor if A is global maximal invariant compact set which attract

each bounded set of L2(R, ρ) under the flow T (t) (see [5] or [12]).

Then we proof the theorems bellow which are main results this paper.

Theorem 0.1. Assume the same hypotheses from Lemma 0.2. Then, for any η > 0, there exists tη such that

T (tη)Bε+R has a finite covering by balls of L2(R, ρ) with radius smaller than η.

Theorem 0.2. Assume the same hypotheses from Lemma 0.2. Then the omega-limit set of BR+ε, A = ω(BR+ε),

is a global attractor for the flow T (t) generated by (0.1) in L2(R, ρ) which is contained in the ball of radius R.

Remark 0.1. It hold similar results in the space

Cρ(R) ≡ {u : R → R continuous with the norm ‖ · ‖ρ},

where ‖u‖ρ = sup
x∈R

{|u(x)|ρ(x)} < ∞, being ρ an positive continuous function on R.
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existence of solutions and blow up result for a

thermal-kirchhoff system
f. d. araruna ∗, M. L. de Oliveira † & A. J. R. Feitosa ‡

1 Introduction and existence of solutions

Let Ω be a bounded open set of Rn with regular boundary Γ. For T > 0 a real number, we consider the cylinder
Q = Ω× ]0, T [ with lateral boundary Σ = Γ× ]0, T [ . Let us consider the coupled nonlinear system

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u′′ −M(‖u‖2)∆u +
n∑

i=1

∂θ

∂xi
= |u|ρu in Q,

θ′ −∆θ +
n∑

i=1

∂u′

∂xi
= 0 in Q,

θ =
∂u

∂ν
= 0 on Σ,

u(0) = u0, u′(0) = u1, θ (0) = θ0 in Ω,

(1.1)

where M is a C1 ([0, +∞)) real function such that

M(λ) ≥ m0 > 0, ∀λ ≥ 0. (1.2)

Let the Hilbert space H1
0 (Ω) be equipped with the inner product and norm given respectively by

((u, v)) =
n∑

i=1

(
∂u

∂xi
,

∂v

∂xi

)
, ‖u‖2 =

n∑

i=1

∣∣∣∣
∂u

∂xi

∣∣∣∣
2

,

where (·, ·) and |·| are, respectively, the inner product and norm in L2 (Ω) . The purpose of this section is to obtain
existence and uniqueness of solution for the problem (1.1) . We introduce the following vectorial spaces

V = {u ∈ H2(Ω) :
∂u

∂ν
= 0 on Γ},

and
S = {u ∈ L2(Ω) :

∫

Ω

u = 0}.

The main result that give us the existence of local solutions for the system (1.1) is given by the following
theorem.

Theorem 1.1. Let us consider the initial data (u0, u1, θ0) ∈ V ∩ S × H1
0 (Ω) ∩ S × H1

0 (Ω) , M ∈ C1 ([0, +∞))
satisfying (1.2). Suppose that ρ ≤ n

2(n− 2)
. Then there exists a unique local pair of solution (u, θ) of (1.1) belonging

to
(u, θ) ∈ C0

w([0, T ];V ∩ S)× L2([0, T ],H2(Ω)) ∩ C1
w([0, T ],H1(Ω)×H1

0 (Ω))
∩C0([0, T ];H1(Ω))×H1

0 (Ω)) ∩ C1([0, T ]; L2(Ω))× C0([0, T ], L2(Ω)).
(1.3)

We used the point fixed theorem to prove the existence of solutions for the system (1.1).
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†Universidade Federal da Paraiba, CCEN-DM, PB, Brasil,milton@mat.ufpb.br
‡Universidade Federal da Paraiba, CCEN-DM, PB, Brasil, joaquim@mat.ufpb.br

51



2 Blow up result

Suppose the function g(s) = |s|ρs satisfy the following hypothesis

g(s)s ≥ βG (s) , ∀s ∈ R, for some β > 0, (2.4)

where G(s) =
∫ s

g(τ)dτ. We define the energy of the system as

E(t) = |u′|2 + M̂
(
‖u‖2

)
+ |θ|2 − 2

∫

Ω

G(u)dx, (2.5)

The blow up result is given by following result.

Theorem 2.1. Suppose (u0, u1, θ0) and M in the conditions of Theorem 1.1 and g satisfying (2.4). Then there
exists a constant λ > 0 such that if

E(0) < −λ,

and β is large enough, the solution (u, θ) of (1.1) blows up in a time t∗ ≤ T ∗.
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existência de solução fraca global para fluidos

assimétricos e incompresśıveis com densidade variável
Pablo Braz e Silva ∗ & Eduardo G. Santos †

Resumo

Seja Ω ⊂ R3 um conjunto aberto e limitado. Neste trabalho, estabelecemos a existência de solução fraca global no
tempo para o sistema que descreve o fluxo de um fluido assimétrico incompresśıvel com densidade variável em Ω.

Para isso, consideramos um tempo T > 0 e as equações
ρ (ut + (u · ∇)u)− (µ + µr) ∆u +∇p = 2µrcurlw + ρf ,
ρ (wt + (u · ∇)w)− (ca + cd) ∆w − (c0 + cd − ca)∇(divw) + 4µrw

= 2µrcurlu + ρg,

divu = 0, ρt + u · ∇ρ = 0,

(0.1)

em Ω× (0, T ), com as condições iniciais e de fronteira

u (x, t) = w (x, t) = 0, ∀ (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ) , (0.2)

u (x, 0) = u0 (x) , w (x, 0) = w0 (x) , ρ (x, 0) = ρ0(x), ∀x ∈ Ω. (0.3)

As incógnitas u, w, ρ, e p são, respectivamente, a velocidade linear, a velocidade angular de rotação das part́ıculas
do fluido, a densidade de massa e a distribuição de pressão do fluido. As funções f and g são forças externas
dadas. As constantes positivas µ, µr, c0, ca, cd são relacionadas com propriedades de viscosidade do fluido e
satisfazem c0 + cd > ca. Em Boldrini-Fernández-Cara-Rojas-Medar [1], alguns resultados de existência e unicidade
de soluções fortes são dados no caso de densidade inicial estritamente positiva. Em Lukaszewicz [2], a existência de
solução fraca local no tempo foi estabelecida (veja também [3]). Para esse resultado, entretanto, a densidade inicial
precisa satisfazer a condição de integrabilidade ‖ρ−1

0 ‖L3 < ∞. Aqui, nós estabelecemos a existência de solução
fraca global no tempo, exigindo que a densidade inicial seja apenas não-negativa, isto é, ρ0 ≥ 0. Nossos resultados
proporcionam um conhecimento acerca das soluções fracas do sistema (0.1) no mesmo ńıvel de conhecimento acerca
das soluções fracas da equação de Navier-Stokes com densidade variável Navier-Stokes [4,5]. O resultado aqui
exposto foi comunicado em Braz e Silva-Santos [6].

Resultado Principal

Teorema 0.1. Seja Ω ⊂ R3 um conjunto aberto e limitado com fronteira Lipschitziana. Dado T > 0, se u0 ∈ H,
w0 ∈ (L2 (Ω))3, ρ0 ∈ L∞ (Ω), ρ0 ≥ 0, e f ,g ∈ L1

(
0, T ; (L2 (Ω))3

)
, então existem

u ∈ L2 (0, T ;V ) , w ∈ L2
(
0, T ; (H1

0 (Ω))3
)
, p ∈ W−1,∞ (

0, T ;L2 (Ω)
)
, ρ ∈ L∞ (0, T ;L∞ (Ω)) ,

tais que
ρu, ρw ∈ L∞

(
0, T ; (L2 (Ω))3

)
∩N

1
4 ,2

(
0, T ; (W−1,3(Ω))3

)
,

infΩ ρ0 ≤ ρ (x, t) ≤ supΩ ρ0,
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satisfazendo as equações:

∂ρu
∂t

+ div (ρuu)− (µ + µr) ∆u +∇p = 2µrcurlw + ρf ,

∂ρw
∂t

+ div (ρuw)− (ca + cd) ∆w − (c0 + cd − ca)∇divw + 4µrw = 2µrcurlu + ρg,

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0, divu = 0,

em Ω× (0, T ), as condições de fronteira (0.2), e as condições iniciais fracas

ρ|t=0 = ρ0,(∫
Ω

ρu · vdx

)
(0) =

∫
Ω

ρ0u0 · v, ∀v ∈ V,(∫
Ω

ρw · zdx

)
(0) =

∫
Ω

ρ0w0 · z, ∀ z ∈ (H1
0 (Ω))3.

Prova: A prova é baseada em método do tipo semi-Galerkin, adaptando técnicas usadas em Simon [4] para a
equação de Navier-Stokes com densidade variável. Em primeiro lugar, consideramos um problema aproximado e
obtemos uma formulação do tipo semi-Galerkin. Em seguida, mostramos que este problema aproximado possui
solução local. Feito isso, obtemos estimativas sobre as soluções do problema aproximado e em suas derivadas
com respeito às variáveis espaciais e sobre suas “derivadas fracionárias no tempo”, sendo que, estas últimas, são
obtidas no contexto dos espaços de Nikolskii. Posteriormente, efetuamos a passagem ao limite para as equações
aproximadas. No decorrer deste processo, recupera-se a incógnita p, perdida durante a formulação variacional,
através do Lema de De Rham.
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existência e unicidade de solução de uma equação

parabólica degenerada com expoente variável da não

linearidade
f. p. m. lopes ∗ & m. j. dos santos †

1 Introdução

Neste trabalho, estudamos o problema de Dirichlet para uma equação parabólica degenerada com expoente variável
da não linearidade. Seja Ω ⊂ RN um domı́nio limitado com fronteira ∂Ω suave e seja T um número real positivo.
Consideremos o seguinte problema:

(P)





ut − div(|∇u|p(x)−2∇u) = f em Q = Ω× (0, T )
u = 0 sobre Σ = ∂Ω× [0, T ]

u(x, 0) = u0 em Ω.

onde p ∈ C(Ω) e as funções u0 e f(x, t) são dadas.
Existe uma literatura abundante sobre as questões de existência e unicidade de soluções para equações parabólicas

degeneradas com expoente constante da não linearidade por exemplo veja [14]). Problemas de equações eĺıpticas e
parabólicas não lineares, com respeito ao gradiente da solução, com expoente variável da não linearidade, aparecem
em vários modelos matemáticos como por exemplo na descrição matemática do processo de filtração em meios
porosos não homogêneos (veja [5,7]) e em fluidos electrorheológicos (veja [1,4,6,9,16]).

Para estudarmos o problema em questão, consideramos os seguintes espaços funcionais:

• X = W
1,p(x)
o (Ω) o espaço generalizado de Sobolev com 2 < p− < p < p+ < +∞, onde p− = minΩ p e

p+ = maxΩ p. Para mais informações sobre esses espaços, veja [10,11,12,13]

• Lr(0, T ; X), 1 ≤ r ≤ +∞, o espaço de funções definidas em (0, T ) com valores no espaço de Banach X e com
integral no sentido de Bochner. Para mais informações sobre esses espaços, veja [8]

Definição 1.1. Uma função mensurável u(x, t) é chamada de solução fraca do problema (P) se:
(i) u ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ Lp−(0, T ; X); ut ∈ L2(0, T ; X∗);
(ii) u = 0 sobre Σ no sentido do traço;
(iii) Para toda função teste v(x, t) satisfazendo as condições v ∈ L∞(0, T ; L2(Ω))∩Lp−(0, T ;X); vt ∈ L2(0, T ; L2(Ω)),
temos ∫ T

0

∫

Ω

utv dxdt +
∫ T

0

∫

Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇v dxdt =
∫ T

0

∫

Ω

fv dxdt.

O objetivo do presente trabalho é provar a existencia e unicidade de solução fraca para o problema (P). Para
isso, consideramos as seguintes hipóteses:
(H1) f é uma função mensurável satisfazendo

f ∈ L2(0, T ; Lq(x)(Ω)), com
1

p(x)
+

1
q(x)

= 1,

(H2) u0 ∈ L2(Ω).
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Teorema 1.1. Sob as hipóteses (H1) e (H2) o problema (P) possui uma solução fraca no sentido da definição 1.1.

Prova:
¦ Fazemos uma semi-deiscretização no espaço, usando o método de Faedo-Galerkin;
¦ Para resolvermos o sistema de EDO’s oriundo do problema aproximado, usamos o teorema de caratheodory;
¦ A principal estimativa

‖um(t)‖22 +
∫

Jm

‖∇um(t)‖p−

p(x) dt +
∫

Im

‖∇um(t)‖p+

p(x) dt 6 C0

Teorema 1.2. Sob as hipóteses (H1) e (H2) a solução fraca do problema (P) é única.

Prova: Usamos técnica padrão, que consiste em considerar duas soluções fracas diferentes u1 e u2 e introduzir a
função u = u1 − u2 para, em seguida, mostrar que u ≡ 0.
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explosão de soluções da equação do calor não-linear
flávio dickstein ∗

Consideramos o problema de Cauchy para a equação do calor não-linear∂tu−∆u = |u|αu em (0, T )× Rn,

u(0, x) = u0(x) em Rn,
(0.1)

onde α > 0. Dizemos que u é solução (clássica) global de (0.1) se ela pode ser definida para todo t > 0. Caso
contrário, dizemos que u explode em tempo finito. Defina o conjunto G = {u0 ∈ C0(Rn), u(t) é global }. Os
seguintes fatos são bem conhecidos.

1. Para todo α > 0, G 6= {0}, isto é, (0.1) admite soluções globais não-triviais.

2. Para todo α > 0, G 6= C0(Rn). isto é, (0.1) admite soluções que explodem em tempo finito.

3. Se α ≤ 2/N toda solução positiva explode em tempo finito.

4. Se α > 2/N (0.1) admite soluções globais positivas.

5. Se α > 2/N , ϕ ∈ Cc(Rn), ϕ 6= 0 então λϕ ∈ G se λ é pequeno e λϕ 6∈ G se λ é grande.

Nesta apresentação discutiremos o porquê destes fatos. Apresentaremos ainda alguns resultados recentes que
procuram melhor caracterizar G. Em particular, mostraremos que G não é estrelado (star-shaped) em torno de zero
no caso subcŕıtico. Mais especificamente, mostraremos o seguinte.

Teorema 0.1. Se α < 2/N existe ϕ ∈ C0(Rn) e λ < 1 tais que ϕ ∈ G e λϕ 6∈ G.

∗Universidade Federal do Rio de Janeiro , IM, RJ, Brasil, flavio@labma.ufrj.br
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fast boundary stabilization of the wave equation with

variable coefficient ∗

r. fuentes,† r. izaguirre ‡ & m. milla miranda §

Abstract

In this paper is obtained the decay of solutions of the wave equation

(∗) y′′(x, t)− µ(t) ∆y(x, t) = 0, x ∈ Ω, t > 0

where the damping acts on a part of the boundary Γ of the Ω, Ω a bounded set of Rn. The decay rates is arbitrarily
prescribed.

Introduction

We motivate our study. Let Ω be a bounded set of Rn with smooth boundary Γ. Consider x0 ∈ Rn and the sets

Γ(x0) =
{
x ∈ Γ; (x− x0).ν(x) ≥ 0

}
, Γ∗(x0) = Γ\Γ(x0)

where ν(x) is the outward unit normal vector at x ∈ Γ. We have the following mixed problem:

(P )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y′′(x, t)−∆y(x, t) = 0, (x, t) ∈ Ω×]0,∞[

y =

∣∣∣∣∣
0 , on Γ∗(x0)×]0,∞[

v , on Γ(x0)×]0,∞[
y(x, 0) = y0(x) ∈ L2(Ω), y′(x, 0) = y1(x) ∈ H−1(Ω),

Consider the functional

J(v) =
∫ ∞

0

‖y(v)‖2L2(Ω) dt + N

∫

Σ(x0)

v2dΓdt,
(
Σ(x0) = Γ(x0)×]0,∞[

)

where N > 0 is a given real number and y(v) is the solution of (P). J. L. Lions [4] showed that with the solution u
of the problem

J(u) = min J(v)

it is possible to construct a damping on Σ(x0) such that the corresponding solution y(u) = y, u = F (y, y′) of (P)
verifying

E(t) ≤ Ce−2w(x0)t, ∀ t ≥ 0

for some constant C > 0 and real number w(x0) > 0. Here

∗Mathematics Subject Classifications: 35L70, 35B35

Key words: wave equation, stabilization, rapid decay
†Universidade Federal Fluminense, IM, SP, Brasil, ricardof16@yahoo.com.br
‡Universidad Nacional Mayor de San Marcos, FCM, Lima, Per, raul−izaguirre2222@yahoo.es
§Universidade Federal do Rio de janeiro, IM, RJ, Brasil, milla@im.ufrj.br
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2

E(t) =
1
2
‖y′(t)‖2H−1(Ω) +

1
2
‖y(t)‖2L2(Ω) , t ≥ 0.

Let w > 0 be an arbitrary real number. By a modification of the damping introduced by J. L. Lions [4], V.
Komornik [5] proved that there exists a constant C > 0 such that

E(t) ≤ Ce−wt, ∀ t ≥ 0.

Other results related to our study can be see in [1], [2], [3], [6] and [7].

Main Result

Theorem 0.1. Let µ(t) be a function satisfying

µ ∈ W 1,∞ (]0,∞[) , µ(t) ≥ µ0 > 0, µ′(t) ≤ 0.

Let w > 0 be a given real number. Then the solution y of (P) with equation (*) and appropriate damping on Σ(x0)
verifies

E(t) ≤ Ce−wt, ∀ t ≥ 0 , (C > 0 constant)

where
E(t) =

1
2
‖y′(t)‖2H−1(Ω) +

1
2

[
µ(t) ‖y(t)‖2L2(Ω)

]
, t ≥ 0.

To prove the theorem we follows the ideas of V. Komornik [5].
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fatoração de funções inteiras nucleares de tipo

limitado
a. m. jatobá ∗

Neste trabalho estudamos as relações entre o espaço Hb(E; F ) das funções inteiras de tipo limitado, o espaço
HNb(E;F ) das funções inteiras nucleares de tipo limitado, o espaço HPIb(E; F ) das funções inteiras Pietsch-
integrais de tipo limitado, e o espaço HGIb(E;F ) das funções inteiras Grothendieck-integrais de tipo limitado.
Estendemos para o caso de funções inteiras resultados de Alencar [1] e Cilia e Gutiérrez [2] obtidos para polinômios
m-homogêneos.

No principal resultado deste trabalho, mostramos que se uma função f ∈ HNb(E; F ), então existem um espaço
de Banach separável e reflexivo R, um operador compacto T ∈ L(E; R) e uma função g ∈ HNb(R; F ) tais que
f = g ◦ T . Reciprocamente mostramos que dado um espaço de Banach Z, um operador fracamente compacto
T ∈ L(E;Z) e uma função g ∈ HPIb(Z; F ), então a função f = g ◦ T ∈ HNb(E; F ). Este é o conteúdo do Teorema
0.1, o qual estende um resultado de Cilia e Gutiérrez [2] para polinômios m-homogêneos.

Um polinômio P ∈ P(mE;F ) é nuclear se pode ser escrito na forma

P (x) =
∞∑

j=1

[x′j(x)]myj para todo x ∈ E,

onde (x′j) ⊂ E′ e (yj) ⊂ F são sequências limitadas tais que
∞∑

j=1

‖x′j‖m‖yj‖ < ∞. O espaço de todos os polinômios

m-homogêneos nucleares de E em F é denotado por PN (mE; F ), o qual torna-se um espaço de Banach com a norma

‖P‖N : = inf

{
∞∑

j=1

‖x′j‖m‖yj‖
}

,

onde o ı́nfimo é tomado sobre todas as sequências (x′j) ⊂ E′ e (yj) ⊂ F as quais satisfazem a definição.
Um polinômio P ∈ P(mE;F ) é dito Pietsch-integral se P pode ser escrito na forma

P (x) =
∫

BE′
[x′(x)]m dG(x′)

para todo x ∈ E, onde G é uma medida vetorial de Borel regular a valores em F , de variação limitada, definida na
BE′ com a topologia fraca-estrela. O espaço de todos os polinômios m-homogêneos Pietsch-integrais de E em F é
denotado por PPI(mE;F ), o qual torna-se um espaço de Banach com a norma

‖P‖PI : = inf |G|(BE′),

onde |G| é a variação de G, e o ı́nfimo é tomado sobre todas as medidas satisfazendo a definição. A definição de
polinômio Grothendieck-integral é análogo, mas tomando a medida G com valores em F ′′. O espaço de todos todos
os polinômios m-homogêneos Grothendieck-integrais é denotado por PGI(mE; F ).

H(E;F ) denota o espaço vetorial de todas as funções inteiras de E em F . Para cada f ∈ H(E;F ), temos a série
de Taylor em a ∈ E,

f(x) =
∞∑

m=0

1
m! d̂

mf(a)(x),

para cada x ∈ E e d̂mf(a) ∈ P(mE; F ) para todo m ∈ N0. Uma função f ∈ H(E;F ) é dita nuclear de tipo limitado,

se 1
m! d̂

mf(0) ∈ PN (mE; F ), para todo m ∈ N0 e lim
m→∞

(
1

m!‖d̂mf(0)‖N

) 1
m

= 0. Denotamos por HNb(E;F ) o espaço

de todas as funções inteiras nucleares de tipo limitado o qual foi introduzido em Gupta [3].
∗IMECC-UNICAMP, Campinas, SP, Brasil, marques@ime.unicamp.br, pesquisa financiada pelo CNPq
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Definição 0.1. Uma função f ∈ H(E;F ) é dito Pietsch-integral de tipo limitado se

(i) 1
m! d̂

mf(0) ∈ PPI(mE; F ), para todo m ∈ N0.

(ii) lim
m→∞

(
1

m!‖d̂mf(0)‖PI

) 1
m

= 0.

Denotamos por HPIb(E;F ) o espaço vetorial de todas as funções inteiras Pietsch-integrais de tipo limitado de E

em F .

Analogamente denotamos por HGIb(E; F ) o espaço vetorial de todas as funções inteiras Grothendieck-integrais
de tipo limitado de E em F .

Lema 0.1. Se P ∈ PPI(mE;F ), k = 1, . . . , m e a ∈ E, então d̂kP (a) ∈ PPI(kE; F ) e

‖ 1
k! d̂

kP (a)‖PI ≤ 2m‖P‖PI‖a‖m−k.

Lema 0.2. Seja f ∈ HPIb(E; F ). Então, para todo a ∈ E,

lim
m→∞

(
1
m!
‖d̂mf(a)‖PI

) 1
m

= 0.

Portanto, a função τa(f) = f(a + ·) pertence HPIb(E;F ).

Resultados similares são verdadeiros, com a simples modificação, para PGIb(E; F ) e HGIb(E;F ).

Proposição 0.1. Seja f ∈ HGIb(E; F ), e sejam S ∈ L(F ;Y ) e T ∈ L(X;E) operadores fracamente compactos.
Então:

(a) S ◦ f ∈ HPIb(E;Y ).

(b) JF ◦ f ◦ T ∈ HNb(X;F ′′), onde JF : F → F ′′ é mergulho natural.

Teorema 0.1. Dado f ∈ H(E; F ) , as seguintes condições são equivalentes:

(i) f ∈ HNb(E;F ).

(ii) Existem um espaço de Banach Z, um operador compacto T ∈ L(E; Z) e uma função g ∈ HNb(Z; F ) tais que
f = g ◦ T .

(iii) Existem um espaço de Banach separável e reflexivo R, um operador compacto T ∈ L(E;R) e uma função
g ∈ HNb(R; F ) tais que f = g ◦ T .

(iv) Existem um espaço de Banach Z, um operador fracamente compacto T ∈ L(E; Z) e uma função g ∈ HPIb(Z;F )
tais que f = g ◦ T .
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formulação ḿınimos quadrados com elementos finitos

em fluidos não newtonianos
j.a.j. avila ∗

As equações de Navier-Stokes governam o compotamento de uma vasta classe de fluidos. A suposição funda-
mental referente ao modelo constitutivo, estabelece uma conexão linear entre os esforços e a taxa de deformação,
para fluidos de viscosidade constante. A cada dia, o estudo dos fluidos que não obedecem esta conexão linear
cresce em importância. Muitos ĺıquidos tais como poĺımeros, óleos de diversas qualidades e plásticos são usados
atualmente em processos industriais, mostrando caracteŕısticas não lineares, porém, em outros ĺıquidos isto ocorre
naturalmente como no sangue e o fluido sinovial. O processamento e o transporte de tais fluidos são problemas
centrais nas industrias qúımicas, de alimentos, de plásticos, de petróleo e de poĺımeros.
Resolveremos numericamente o problema de uma cavi-
dade quadrada (veja em Fig. 1 as condições de con-
torno para o campo de velocidades) usando o método:
Formulação Mı́nimos Quadrados com Elementos Finitos
(FMQEF) para um escoamento estacionário e isotérmico
de um fluido incompresśıvel não Newtoniano 2D, mod-
elo Lei de Potência. O sistema de equações que governa
esse escoamento, são: a equação de continuidade e a
equação da quantidade de movimento com viscosidade
não Newtoniana, isto é,

∇ ¦ u = 0

(u ¦∇)u +
1
ρ
∇p − 1

ρ
∇ ¦ (2ηD) = f

η = k I
n−1

2 , I = 2IID , k, n > 0

( )
22

1 1 1 216 1 , 0u x x u= - =

1 2 0u u= = 1 2 0u u= =

1 2 0u u= =
x

y

1

1

W

Figura 1: Condições de contorno numa cavidade

quadrada bidimensional.

u: vetor velocidade do fluido f : vetor força de corpo k: ı́ndice de consistência
ρ: densidade do fluido η: viscosidade não Newtoniana IID: segunda invariante de D

p: pressão D: tensor taxa de deformação n: ı́ndice lei de potência

As incógnitas são as variavéis: u = (u1, u2) e p. Para mais detalhes veja Avila [1]. A seguir mostraremos a FMQEF,
Avila [1], Bose and Carey [2]. A função reśıduo num elemento e é definida por:

Re
i = Aij ũe

j − Fi , i, j = 1,M ,

onde ũe é a função interpolante definida como:

ũe =
Nnl∑

i=1

δe
i ωi ,

tal que ũe(ni) = δe
i é o i-ésimo valor nodal de ũe, ωi são as funções bases locais e Nnl número de nós locais. Num

sistema de M - equações o erro funcional mı́nimos quadrados, Ie, para um elemento e, é definido como:

Ie =
M∑

i=1

∣∣∣
∣∣∣Re

i

∣∣∣
∣∣∣
2

0
=

M∑

i=1

∫

e

(
Re

i

)2

dx
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Para uma malha consistindo de Ne - elementos, o erro funcional total mı́nimos quadrados, I, é definido por:

I : RNn −→ R , δ 7−→ I(δ) =
Ne∑
e=1

Ie(δe) .

Uma condição necessária para que δ seja o mı́nimo é:

∂I(δ)
∂δ

= 0 .

Agora, denote-se :

gg =
∂I(δ)
∂δ

, ge =
∂Ie(δe)

∂δe
= 2

M∑

i=1

∫

e

Re
i

∂Re
i

∂δe
dx ,

Então, temos:

gg =
∂I(δ)
∂δ

= 0 .

Derivando com respeito a δ a função I , e subtituindo na última equação temos:

gg =
Ne∑
e=1

∂Ie(δe)
∂δe

=
Ne∑
e=1

ge = 0 ⇒ gg =
Ne∑
e=1

ge = 0 ,

Portanto, esta última equação representa a verdadeira expressão da FMQEF.
Resultados numéricos foram testados numa cavidade quadrada 2D, para o caso de n = 1, 9, veja Fig. 2. A

pressão foi adimensionalizada, isto é:
P =

p

ρ0U2
0

x [m]

y
[m

]

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x [m]

y
[m

]

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

P

1.29
1.16
1.05
0.95
0.86
0.77
0.70
0.63

Figura 2. Solução numérica numa cavidade quadrada para um fluido não Newtoniano, n = 1, 9. Esquerda: campo de

velocidade. Direita: contornos de pressão.
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funções h́ıbridas na álgebra de funções generalizadas
m. r. soares ∗

25 de agosto de 2008

Desde a apresentação das Funções Generalizadas de Colombeau nos anos 80 houve um grande e rápido cresci-
mento desse novo ramo da análise não linear, tanto no aspecto teórico como no aplicado, ver [1] e [2]. Nosso
interesse é investigar o comportamento das funções de várias variáveis complexas nesse novo contexto das Funções
Generalizadas, isto é, estudar as Funções Holomorfas Generalizadas. Para isso fazemos uma abordagem utilizando
os elementos estrit́ıssimos, que estão contidos no conjunto dos elementos estritos, sendo tais elementos estritos os
que compõem o complementar das funções holomorfas clássicas na álgebra das Funções Holomorfas Generalizadas,
ver [5]. Nesse contexto surgem os elementos h́ıbridos que são aqueles que combinam comportamentos C∞ e estrito
em partes não vazias de um mesmo aberto; discutimos a existência de tais elementos em G(Ω). Para obtenção
de elementos h́ıbridos interessantes, constrúımos um novo tipo de função de corte, a saber, a ”função de corte de
Heaviside”, que tem existência na álgebra diferencial G(Ω) e queda ”instantânea”de 1 para 0, o que é imposśıvel em
C∞(Ω). Exibimos então, a partir dessa função de corte de Heaviside, um elemento G ∈ G(Ω) cujo comportamento,
holomorfo clássico e estrito, estão separados apenas pela fronteira de um aberto.

No que segue Ω denotará um conjunto aberto de Rn; K denotará R ou C e I :=]0, 1] ⊂ R. Se ϕ : Ω → K é uma
função e ∅ 6= S ⊂ Ω então ‖ ϕ ‖S := sup

x∈S
| ϕ(x) |.

A álgebra de Colombeau das funções generalizadas simplificadas sobre Ω é definida por: G(Ω,K) =
EM [Ω,K]
N [Ω,K]

onde

EM [Ω,K] é a K-algebra de funções û : I × Ω → K tais que û(ε, .) ∈ C∞(Ω), ∀ε ∈ I e satisfazem as seguintes
condições de moderação: (M) ∀K ⊂⊂ Ω, ∀α ∈ Nn, ∃σ ∈ R, tal que ‖ ∂αû(ε, .) ‖K= o(εσ) quando ε → 0+, isto

é, lim
ε→0+

‖ ∂αû(ε, .) ‖
εσ

= 0; o ideal N [Ω,K] de EM [Ω,K] é definido como o conjunto dos elementos que verificam a

condição de nulidade: (N) ∀K ⊂⊂ Ω, ∀α ∈ Nn, ∀σ ∈ R, nós temos ‖ ∂αû(ε, .) ‖K= o(εσ) quando ε → 0+.
Escreveremos: EM [Ω]; N [Ω]; G(Ω) no lugar de EM [Ω,K]; N [Ω,K]; e G(Ω,K) respectivamente.
Se Ω ⊂ Cn é um aberto não vazio e K = C então as funções holomorfas generalizadas sobre Ω são os elementos

f ∈ G(Ω) tais que ∂f :=
n∑

j=1

∂f

∂zj
dzj = 0.

Nós denotamos HG(Ω) a C-algebra de todas as funções holomorfas generalizadas, já a C-algebra das funções
holomorfas clássicas sobre Ω ⊂ Cn serão denotadas por H(Ω); HGe(Ω) indicará o conjunto das funções holomorfas
generalizadas estritas e HGee(Ω) o conjunto dos elementos estrit́ıssimos.

Proposição 0.1. Seja (V, Ω) um par de abertos não vazios de Cn, n ≥ 1, tal que V ⊂⊂ Ω; então existe g ∈
G(Ω)\C∞(Ω) tal que g|V ∈ H(V ) e g|V 6= 0.

Proposição 0.2. Dado Ω ⊂ Cn, n ≥ 1, aberto não vazio, existem abertos A e B não vazios, contidos em Ω com
A ∪B 6= Ω, A ∩B = ∅ e g ∈ G(Ω) tais que g|A ∈ HGe(A) e g|B ∈ H(B)

É interessante notar que na última proposição obtemos um elemento de G(Ω) cujo comportamento holomorfo
clássico e estrito é separado por um subconjunto não vazio de Ω podemos otimizar o comportamento com um
procedimento que resultará na existência de um elemento de G(Ω) que será holomorfo generalizado estrito em
Ω\B e holomorfo clássico em B, para abertos Ω e B convenientes. O processo de construção do elemento, acima
mencionado, ilustrará a dificuldade na obtenção de elementos h́ıbridos com certos comportamentos iniciais pré-
estabelecidos e passará pela construção de uma função de corte só posśıvel de ser obtida em G(Ω).

∗Instituição ... , UNESP, SP, Brasil, reicher@feis.unesp.br

64



Lema 0.1. Seja Ω ⊂ Rn aberto, f ∈ C(Ω,R) e α ∈ R. Definindo Fα := {x ∈ Ω | f(x) ≤ α} e Aα := {x ∈
Ω | f(x) < α} então Fα é fechado em Ω, Aα é aberto e além disso Aα está contido no interior de Fα e o fecho de
Aα em Ω está contido em Fα. Em geral tais inclusões são estritas e é indiferente o resultado se substituimos os
sinais ≤ e < por ≥ e > respectivamente.

Proposição 0.3. Sejam Ω ⊂ Rn aberto e f ∈ C∞(Ω,R) tal que: A := {x ∈ Ω | f(x) > 0} 6= ∅; ∂A := {x ∈
Ω | f(x) = 0} e Ω \A 6= ∅. Então existe H ∈ G(Ω) tal que H|A = 1 e H|Ω\A = 0

Idéia da Demonstação: a) Para cada ε ∈ I = (0, 1] é posśıvel exiber uma função crescente gε ∈ C∞(R,R)

tal que 0 ≤ gε(t) ≤ 1, ∀(ε, t) ∈ I × R; gε(t) > 0, ∀ε ∈ I e t > −ε verificando gε(t) =

{
0, se t ≤ −ε

1, se t ≥ ε

e tal que a função ĥ : I × R −→ R definida por ĥ(ε, t) = gε(t), ∀(ε, t) ∈ I × R, seja moderada, ver [1]. A
função h = ĥ + N [R] ∈ G(R,R) é uma função de Heaviside, isto é, tem a função de Heaviside como aspecto
macroscópico, ver [3]. Consideramos a seguir a função moderada Ĥ : I × Ω −→ R tal que ∀(ε, x) ∈ I × Ω,
Ĥ(ε, x) = ĥ(ε, f(x)) = gε(f(x)). Claramente a função Ĥ(ε, .) : Ω −→ R é de classe C∞ para todo ε ∈ I arbitrário
fixo. Como Ĥ ∈ EM [Ω] segue que H = Ĥ +N [Ω] ∈ G(Ω); b) verifica-se então que (Ĥ|I×A − 1) ∈ N [A], isto é,
mostra-se que H|A = 1; c) Para mostrar que H|Ω\A = 0 verifica-se que H|Ω\A ∈ N [Ω \A].

Definição 0.1. Nas condições da proposição acima chamaremos a função H de ”Função de corte de Heaviside”
para A(e denotaremos fch para A).

Observação 0.1. Se Ω é um domı́nio C∞-estritamente pseudoconvexo em Cn, ver [4], temos que existe H ∈ G(Ω̃)
(onde Ω̃ é um aberto de Cn, conexo, tal que Ω ⊂ Ω̃) para o qual H|Ω = 1 e H|Ω̃\Ω = 0. É claro também que podemos
considerar H ∈ G(Cn).

Exibimos, na proposição 0.2, um elemento h́ıbrido cujos comportamentos, clássico e estrito, estavam separados
por um aberto. Exibiremos agora um elemento de G(Ω) cujos comportamentos, clássico e estrito estão separados
apenas pela fronteira de uma aberto.

Proposição 0.4. Seja Ω ⊂ Cn um conjunto C∞-estritamente pseudoconvexo e Ω̃ ⊂ Cn um aberto tal que Ω ⊂ Ω̃.
Então existe g ∈ G(Ω̃) tal que g|Ω̃\Ω ∈ HGe(Ω̃ \ Ω) e g|Ω ∈ H(Ω)

Para a demonstração tome H ∈ G(Ω̃) uma fch para Ω e h ∈ HGee(Ω̃). Definimos g := (1 − H)h ∈ G(Ω̃) e
teremos que g|Ω̃\Ω = (1−H)|Ω̃\Ω · h|Ω̃\Ω = h|Ω̃\Ω ∈ HGe(Ω̃ \ Ω) e que g|Ω = (1−H)|Ω · h|Ω = 0 ∈ H(Ω).

Observação 0.2. Se Ω̃ for conexo a função g da Proposição 0.4. é tal que g 6∈ HG(Ω̃).

De fato: se g ∈ HG(Ω̃), como g|Ω = 0 segue do Prinćıpio do prolongamento anaĺıtico generalizado, ver [1], que
g = 0 donde viria que 0 = g|Ω̃\Ω = h|Ω̃\Ω ∈ HGe(Ω̃ \ Ω) o que é um absurdo.

Referências
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Funções s-assintoticamente ω-periódicas e aplicações a equações

diferenciais neutras
Hernán R. Henŕıquez ∗, Michelle Pierri † & Plácido Táboas ‡

Nesta palestra apresentaremos alguns dos resultados em nossos recentes artigos

1. Hernán R. Henŕıquez; Michelle Pierri; Plácido Táboas, On S-Asymptotically ω-periodic functions on Banach
spaces and applications. J. Math. Anal. Appl. 343 (2008), no. 2, 1119–1130.

2. Hernán R. Henŕıquez; Michelle Pierri; Plácido Táboas, Existence of S-asymptotically ω-periodic solutions for
abstract neutral equations. To appear in Bulletin of the Australian Mathematical Society.

Seja X um espaço de Banach. Dizemos que uma função cont́ınua e limitada f : [0,∞) → X é S-assintoticamente
ω-periódica se

lim
t→∞

[f(t + ω)− f(t)] = 0.

A literatura sobre este tipo de funções é muito restrita e limitada essencialmete ao estudo de existência de soluções
S-assintoticamente ω-periódicas para equações diferenciais ordinárias descritas em espaços de dimensão finita, veja
entre alguns trabalhos [3,4,5,6,7]. Assim, os trabalhos [1,2] têm como motivação básica dar uma contribuição inicial
no desenvolvimento de uma teoria independente de funções S-assintoticamente ω-periódicas. Nesses trabalhos temos
como interesse particular o estudo das relações entre este tipo de funções e a classe de funções assintoticamente
periódicas, bem como o estudo da existência de soluções fracas S-assintoticamente ω-periódicas para equações
diferenciais abstratas.

Nesta palestra apresentaremos diversos resultados que relacionam os conceitos de funções S-assintoticamente ω-
periódicas e assintoticamente ω-periódicas e alguns resultados sobre a existência de soluções fracas S-assintoticamente
ω-periódicas para sistemas diferenciais abstratos. Neste último caso, apresentaremos resultados sobre existência de
soluções fracas S-assintoticamente ω-periódicas para sistemas neutros descritos na forma

d

dt
(u(t)− f(t, ut)) = Au(t) + g(t, ut), t ≥ 0,

d

dt
D(t, ut) = AD(t, ut) + g(t, ut), t ≥ 0,

com condição inicial

u0 = ϕ ∈ B.

onde A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo uniformemente estável (T (t))t≥0 em X, u(t) ∈ X, a história
ut : (−∞, 0] → X definida por ut(θ) = u(t+θ), pertence a algum espaço de fase abstrato B definido axiomaticamente,
D(t, ψ) = ψ(0)− f(t, ψ) e f, g : R× B → X são funções apropriadas.
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hopf bifurcation for a class of competition

reaction-diffusion system with delay
k.a.g. azevedo ∗

Summary: In this work we have studied a class of competition reaction-diffusion system with Dirichlet boundary
condition and distributed delay. We have shown that Hopf bifurcation occurs when the delay and the parameter k

vary. The main techniques used here are usual, the analysis of the characteristic equation of the linearized problem,
the Liapunov-Schmidt method and the Implicit Function Theorem.

In many mathematical models of biological systems and population dynamic when the information of past states
must been considered we include a negative delayed feedback control in the systems, for more details see [1] and
[2]. We are concerned in the following reaction-diffusion system with delay that is incorporated to the control and
Dirichlet boundary condition with competition between different species:

Ut(t, x) = Uxx(t, x) + kU(t, x) +
k

δ

∫ −τ+δ

−τ

g1(U(t, x), U(t + s, x)) ds +
k

δ

∫ −τ+δ

−τ

g2(U(t, x), V (t + s, x)) ds, (0.1)

Vt(t, x) = Vxx(t, x) + kV (t, x) +
k

δ

∫ −τ+δ

−τ

h1(V (t, x), V (t + s, x)) ds +
k

δ

∫ −τ+δ

−τ

h2(V (t, x), U(t + s, x)) ds, t > 0, 0 < x < π,

U(t, 0) = U(t, π) = V (t, 0) = V (t, π) = 0, t ≥ 0

(U(t, x), V (t, x)) = (ψ1(t, x), ψ2(t, x)), (t, x) ∈ [−τ, 0]× [0, π]

(ψ1, ψ2) ∈ C([−τ, 0], H1
0 ×H1

0 ), with k, τ e δ positive constants , 0 < δ ≤ τ .

This system describes the dynamics of different species population interacting with each other in environment
surrounded by a totally unfavorable region where the population densities cannot attain positive values. Here
U(t, x) and V (t, x), represents the size of the population on the instant t and on the localization x, for x ∈ [0, π]
and t ≥ −τ . We look for periodic solutions arising by Hopf bifurcation. It is the purpose of this paper to prove the
existence of a sequence of Hopf bifurcations which arise from positive equilibrium (spatially nonconstant) to some
values of k as the delay τ varies. In [3]-[6], the periodic phenomenon by Hopf bifurcation is studied for a delayed
reaction-diffusion equation of a single species population and in [7] for a delayed competition reaction-diffusion
system. In [8], the authors investigate the effects of time delay and diffusion rate on the stability of the steady state
for the competition diffusion system with infinite delay and Dirichelet boundary conditions at the boundaries of the
domain. We have generalized [7], in the sense that we consider distributed delay and if consider g1(a, b) = −b1ab,
g2(a, b) = −c1ab, h1(a, b) = −c2ab e h2(a, b) = −b2ab and take δ → 0, we have the system in [7]. This kind of
control is motivated by [9] and [10] .

The main hypotheses on the functions g1, g2, h1 and h2 in the system (0.1) are: g1, g2, h1, h2 : R2 → R are
functions of (a, b) continuously differentiable with g1(0, 0) = g2(0, 0) = h1(0, 0) = h2(0, 0) = 0, b1c2 − b2c1 6= 0 and

lim
(a,b)→(0,0)

g1(a, b)
ab

= −b1, lim
(a,b)→(0,0)

g2(a, b)
ab

= −c1,

lim
(a,b)→(0,0)

h1(a, b)
ab

= −c2, lim
(a,b)→(0,0)

h2(a, b)
ab

= −b2;
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lim
b→0

∂g1(a, b)
∂a
b

= lim
a→0

∂g1(a, b)
∂b
a

= −b1, lim
b→0

∂g2(a, b)
∂a
b

= lim
a→0

∂g2(a, b)
∂b
a

= −c1,

lim
b→0

∂h1(a, b)
∂a
b

= lim
a→0

∂h1(a, b)
∂b
a

= −c2, lim
b→0

∂h2(a, b)
∂a
b

= lim
a→0

∂h2(a, b)
∂b
a

= −b2.

Because the Dirichlet condition, the unique spatially constant steady state solution is the null solution and we
are concerned in positive solutions on (0, π) due to the biological motivation of this problem. So, first of all, we
guarantee the existence of the spatially nonconstant steady state solution or equilibrium point of (0.1) and study
the stability of these solutions. When parameters vary and the steady state solutions are destabilize, it can occur
periodic solutions, see [1]. We show the existence of a sequence of values {τkn}n=0,1,2,... of the parameter τ for k

in some neighborhood of 1, so that Hopf bifurcation occurs when the delay passes through each value {τkn}. The
main Theorem is:

Theorem 0.1. For each fixed k, k ∈ (1, k∗), a Hopf bifurcation will occur as delay τ passes through each of the
points τkn , n = 0, 1, 2, . . ., arising a periodic solution (Ukn,τ , Vkn,τ ) near (Uk, Vk) with period T (τkn) ≈ 2π

ωk
.
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Hyperbolic Conservation Laws on Manifolds:

An error estimate for finite volume schemes
LeFloch, P.,Okutmustur, B. ∗ & Neves, W. †

The mathematical theory of hyperbolic conservation laws posed on curved manifolds M was initiated by Ben-
Artzi and LeFloch [1], and developed together with collaborators [2, 3, 4, 5, 6, 7]. For these equations, a suitable
generalization of Kruzkov’s theory has now been established and provides the existence and uniqueness of an entropy
solution to the initial and boundary value problem for a large class of hyperbolic conservation laws and manifolds.

Here, we show that the error estimate for finite volume methods, due to Cockburn, Coquel, and LeFloch [8, 9] in
the Euclidian setting carries over to curved manifolds. To this end, we will need to revisit Kuznetzov’s approximation
theory [10, 11] and adapt the technique developed in [9]. One technical difficulty addressed here is the adaption
of the standard “doubling of variables” technique to curved manifolds. We recover that the rate of error in the
L1 norm is of order h1/4, where h is the maximal diameter of an element of the triangulation of the manifold, as
discovered in [9].

Recall that the well-posedness theory for hyperbolic conservation laws posed on a compact manifold was estab-
lished in [1], while the convergence of monotone finite volume schemes was proved in [2]. In both papers, DiPerna’s
measure-valued solutions [12] were used and can be viewed as a generalization of Kruzkov’s theory [13]. In contrast,
in the present paper we rely on Kuznetsov’s theory, which allows us to bypass DiPerna’s notion of measure-valued
solutions. Indeed, our main result in this paper provides both an error estimate in the L1 norm and, as a corollary,
the actual convergence of the scheme to the entropy solution; this result can be used to establish the existence of
this entropy solution.

For another approach to conservation laws on manifolds we refer to Panov [14]. Concerning the Euclidian case
M = Rn we want to mention that the work by Cockburn, Coquel, and LeFloch [8, 9] (submitted and distributed in
1990 and 1991, respectively) was followed by important developments and applications by Kröner [15] and Eymard,
Gallouet, and Herbin [16] to various hyperbolic problems including also elliptic equations. In [8], the technique
of convergence using measure-valued solutions goes back to pioneering works by Szepessy [17, 18] and Coquel and
LeFloch [19, 20, 21].
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Hypersurfaces with prescribed mean curvature in

Riemannian manifolds
Jorge H. S. de Lira ∗

We intend here to survey some recent results concerning existence of hypersurfaces with prescribed mean curva-
ture in Riemannian spaces endowed with infinitesimal isometries. More precisely, let M̄ be a Riemannian manifold
and let Y be a Killing vector field on M̄ . Let π : M̄ → M be a Riemannian submersion whose fibers are the flow
lines of Y . Fixed a bounded domain with regular boundary Ω ⊂ M , one considers the Killing cylinder K = π−1(Ω).
We suppose that K is mean convex, that is, that its mean curvature HK is non-negative. When the distribution
D = Y ⊥ is integrable, we may consider M as an integral leaf of D and then we are able to prove

Theorem 1 (Dajczer, Hinojosa, - , [2]). Let H and φ be functions defined respectively in Ω and Γ = ∂Ω. Suppose
that

RicM̄ ≥ −n inf
Γ

H2
K , (1)

where RicM̄ is the ambient Ricci curvature. If

sup
Ω
|H| ≤ inf

Γ
HK , (2)

then there exists an unique Killing graph with prescribed mean curvature H and boundary data given by the graph
of φ in K.

This theorem is in analytical terms an existence result to a quasilinear elliptic PDE of the form

div

(
∇u√

1 + |∇u|2

)
− %

W
〈∇u, ∇̄Y Y 〉 = nH, (3)

where the differential operators are computed in the Riemannian manifold M . The function % is the squared norm of
the vector field Y and the term ∇̄Y Y measures the flow lines acceleration. The classical Euclidean case corresponds
to flat metric in M and non-accelerated flow lines.

A real improvement of this in geometrical terms consists in ruling out the integrability hypothesis what encom-
passes a multitude of geometrically relevant particular cases, as Heisenberg spaces. In this setting, one proves

Theorem 2 (Dajczer, - , [3]). Let H and φ be functions defined respectively in Ω and Γ = ∂Ω. Suppose that

RicM̄ ≥ −n inf
Γ

H2
K , (4)

where RicM̄ is the ambient Ricci curvature. Assume that there exists an immersion ι : M → M̄ transverse to the
flow lines of Y . If

sup
Ω
|H| ≤ inf

Γ
HK , (5)

then there exists an unique Killing graph with prescribed mean curvature H and boundary data given by the graph
of φ in K.

For proving these theorems using the standard continuity method for quasilinear elliptic PDEs, we deduce a
priori estimates through a geometric comparison with Killing cylinders. The hypothesis on Ricci tensor combined
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with a kind of Ricatti equation for the mean curvature of parallel cylinders provide height estimates which are
used in turn to estimate the gradient at the boundary. A strategy due to N. Korevaar (v. [5]) based on normal
perturbations of the graph and the construction of geometric supersolutions of the linearized operator - called
stability or Jacobi operator - give the final interior estimate for the gradient. The initial step for the method is
obtaining a minimal graph by direct method of calculus of variations.

Finally, with respect to a generalization of the notion of radial graphs with prescribed higher-order mean
curvatures, we prove in the spirit of the classical work of Caffarelli, Nirenberg and Spruck the following result

Theorem 3 (Andrade, Barbosa, - , [1]). Let (M,dσ2) be a compact Riemannian manifold. Consider the product
manifold M̄ = I ×M endowed with the warped metric

dt2 + h2(t)dσ2, (6)

where h : I → R+ is a differentiable function. Given t−, t+ in I, denote Mt−,t+ = {(t, p) : t− ≤ t ≤ t+, p ∈ M}.
Suppose that the leaves Mt = {(t, p) : p ∈ M} have positive mean curvature κ(t), for t− ≤ t ≤ t+. Then, given a
function ψ : M̄ → R+ satisfying

• ψ(t, p) > κ(t), t ≤ t−,

• ψ(t, p) < κ(t), t ≥ t+,

• ∂t(hψ) ≤ 0, t− ≤ t ≤ t+,

there exists a differentiable function z : M → I solving

Hr(z(u), u) = ψr(z(u), u), u ∈ M, (7)

whose graph is contained in the interior of Mt−,t+ .

This theorem is a particular case of a result about general symmetric functions of the eigenvalues of a Hessian
matrix. At this time, the equation we should deal with is a fully nonlinear elliptic one of the form

∑

1≤i1<...<ir≤n

∣∣∣∣∣∣∣∣

(zi1/W );i1 . . . (zi1/W );ir

...
. . .

...
(zir/W );i1 . . . (zir/W );ir

∣∣∣∣∣∣∣∣
= ψr(z(u), u), (8)

where zi are the components of the gradient of z, W =
√

h + zizi and ; denotes covariant derivatives. The estimates
then are established up to second order. Here, the continuity method is replaced by some degree theoretical
techniques presented originally by Yan Yan Li in [4]
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identification of the coefficients in the linear

boltzmann equation by a finite number of boundary

measurements

R. Cipolatti ∗

August 24, 2008

In this work we consider an inverse problem for the linear Boltzmann equation

∂tu + ω · ∇xu + qu = qKκ[u] in (0, T )× S × Ω, (0.1)

where T > 0, Ω is a smooth bounded convex domain of IRN , N ≥ 2, S denotes the unit sphere of IRN , q ∈ L∞(Ω)

and Kκ is the integral operator with kernel κ(x, ω′, ω) defined by

Kκ[u](t, ω, x) =

∫

S

κ(x, ω′, ω)u(t, ω′, x) dω′.

In applications, the Eq. (0.1) describes the dynamics of a monokinetic flow of particles in a body Ω under

the assumption that the interaction between them is negligible. For instance, in the case of a low-density flux of

neutrons (see [4], [5]), q ≥ 0 is the total extinction coefficient (the inverse mean free path) and the collision kernel

κ is given by

κ(x, ω′, ω) = c(x)h(x, ω′ · ω),

where c corresponds to the within-group scattering probability and h describes the anisotropy of the scattering

process. In this model, q(x)u(t, ω, x) describes the loss of particles at x in the direction ω at time t due to

absorption or scattering and q(x)Kκ[u](t, ω, x) represents the production of particles at x in the direction ω from

those coming from directions ω′.

Our focus here is the inverse problem of recovery the coefficients in Eq. (0.1) via boundary measurements.

More precisely, we are interested to recover q and κ by giving the incoming flux of particles on the boundary and

measuring the outgoing one. Since these operations are described mathematically by the albedo operator Aq,κ, a

first general mathematical question concerning this inverse problem is to know if the knowledge of Aq,κ uniquely

determines q, κ, i.e., if the map (q, κ) 7→ Aq,κ is invertible.

We may precise this question. A first one is to know if the knowledge for Aq,κ(f) for all f determines (q, κ)

(infinitely many measurementes); a second one is to know if the knowledge of Aq,κ(fj), for j = 1, 2, . . . , k, determines

(q, κ) (finite number of measurements).

The first question was considered in [3]. In this work we focus on the second question, concerning the identifi-

cation by a finite number of measurements. Under certain hypothesis and assuming that κ(t, ω′, ω) = c(x)h(ω′, ω),

we prove that q and c can be uniquely determined by at most k measurements, provided that q and c belongs to a

finite k-dimensional vector subspace of C(Ω). To be more precise, we consider the initial-boundary value problem











∂tu(t, ω, x) + ω · ∇u(t, ω, x) + q(x)u(t, ω, x) = q(x)Kκ[u](t, ω, x),

u(0, ω, x) = 0, (ω, x) ∈ S × Ω,

u(t, ω, σ) = f(t, ω, σ), (ω, σ) ∈ Σ−, t ∈ (0, T ),

(0.2)
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where Σ− is the incoming boundary and is defined as follows. For every σ ∈ ∂Ω, we denote ν(σ) the unit outward

normal at σ ∈ ∂Ω and we consider the sets (respectively, the incoming and outgoing boundaries)

Σ±: = {(ω, σ) ∈ S × ∂Ω ; ± ω · ν(σ) > 0}.

The existence and uniqueness of solutions of (0.2) is well known (a proof via semigroup is given in [3]). So, we

define the albedo operator as the trace of u on the outgoing boundary, i.e.,

Aq,κ(f)(t, ω, σ) = u(t, ω, σ), (ω, σ) ∈ Σ+.

Our main result is the following:

Theorem 0.1. Let Ω ⊂ IRN be a bounded convex domain of class C1, M > 0, T > dim(Ω). Let {ρ1, ρ2, . . . , ρk}
be a linearly independent subset of C(Ω) and X : = span{ρ1, ρ2, . . . , ρk}. We assume that q ∈ L∞(Ω), ‖q‖∞ ≤ M

and κ ∈ L∞

(

Ω; C(S × S)
)

.

(a) If q ∈ X , then there exist ω̃1, . . . , ω̃k ∈ S and f1, . . . , fk ∈ C0

(

(0, T ) × Σ−

)

that determine q uniquely.

(b) If κ(x, ω′, ω) = c(x)h(ω′, ω), where c ∈ X and h ∈ C(S × S) satisfies h(ω, ω) 6= 0 for every ω ∈ S, then there

exist ω̃1, . . . , ω̃k ∈ S and f1, . . . , fk ∈ C0

(

(0, T )× Σ−

)

that determine c uniquely.

Remark: The functions fj, j = 1, . . . , k, have the form

fj(t, ω, σ): =

{

φj(σ − tω)e i λ(t−ω·σ) in the case (a),

δω̃j
(σ)φj(σ − tω)e i λ(t−ω·σ) in the case (b),

where λ > 0, t ∈ (0, T ), (ω, σ) ∈ Σ−, φj ∈ C∞

0
(IRN \ Ω) and δω̃j

is the spherical atomic measure concentrated on

ω̃j . The coefficients are identified by measuring the corresponding solutions on the outgoing part of the boundary,

only in the directions ω̃1, . . . , ω̃k.

The proof of Theorem (0.1) is based on the construction of highly oscillatory solutions introduced in [3] and

some arguments already used by the author in [2].
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Ill-posedness results for the nonlocal nonlinear

Schrödinger equation
R. P. Moura ∗ & D. Pilod †

In this paper we consider the initial value problem (IVP) associated to the nonlocal nonlinear Schrödinger
equation (NLNLS) {

∂tu + i∂2
xu = u (1 + iH) ∂x(|u|2) + iγ|u|2u, x , t ∈ R,

u(x, 0) = φ(x),
(0.1)

where u = u(x, t) is a complex-valued function, γ is a real nonnegative parameter, and H is the Hilbert transform
defined via Fourier transform by

(Hf)∧(ξ) = −isgn(ξ)f̂(ξ), ∀ξ ∈ R, ∀f ∈ Hs(R).

The equation in (0.1) was proposed by D. Pelinovsky and R. Grimshaw [4, 5, 6] to model the evolution of quasi-
harmonic wave packets at the interface of a two-layer system, one being infinitely deep. The function u represents
the envelope of the waves and the coefficient γ is expressed in function of the fluid stratification parameter (see
Appendix A in [5]).

We prove a sharp ill-posedness result for the IVP (0.1), in the sense that the flow map data-solution cannot be
C3 in Hs(R) whenever s < 1

2 .

Theorem 0.1. Let s < 1
2 . Then, if the Cauchy problem (0.1) is locally well-posed in Hs(R), the flow map data-

solution
S(t) : Hs(R) −→ Hs(R), u0 7−→ u(t) (0.2)

is not C3 at zero.

This improves a former result by Angulo and Moura for s < 0 in [1]. To prove Theorem 0.1 we use a technique
introduced by Bourgain (cf. [2]), which consists in to locate certain plane waves whose interaction behave badly in
low regularity. To reach this, we prove the following theorem which states that it is not possible to solve the IVP
(0.1) in Hs(R) using a fixed point theorem provided that s < 1

2 .

Theorem 0.2. Let s < 1
2 and T > 0. Then, there does not exist any space Zs

T such that Zs
T is continuously

embedded in C([−T, T ];Hs(R)), i.e.

‖u‖C([−T,T ];Hs) . ‖u‖Zs
T
, ∀ u ∈ Zs

T , (0.3)

and such that
‖U(t)φ‖Zs

T
. ‖φ‖Hs , ∀ φ ∈ Hs(R), (0.4)

and,

‖
∫ t

0

U(t− τ)
(
u(τ)P+∂x(v(τ)w(τ))

)
dτ‖Zs

T
. ‖u‖Zs

T
‖v‖Zs

T
‖w‖Zs

T
, (0.5)

for all u, v, w ∈ Zs
T .

The proof of theorem 0.2 follows basically from the following lemma.
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2

Lemma 0.1. Fix 3
2 < ξ < 2 and define

Ω(ξ) = {(ξ1, ξ2) ∈ R2 / ξ1 ∈ I1, ξ2 ∈ I2, ξ1 + ξ2 − ξ ∈ I1 and ξ − ξ1 > 0},

where
I1 = [−N − α,−N + α], I2 = [1, 2], N � 1, and 0 < α � 1.

Then
|Ω(ξ)| & α, (0.6)

where the implicit constant does not depend on ξ.

With theorem 0.1 we have that our well-posedness result established in [3] is almost sharp, remaining only the
case s = 1

2 to be treated.
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infinite multiplicity of positive solutions for singular

nonlinear elliptic equations with convection term and

related supercritical problems
c. c. aranda,∗ & j. hernández †

Abstract
In 1869, J. H. Lane [9] introduced the equation

−∆u = up (0.1)

for p a nonnegative real number and u > 0 in a Ball of radius R in R3, with Dirichlet boundary conditions. Lane
was interested in computing both the temperature and the density of mass on the surface of the sun. Today the
problem (0.1) is named Lane-Emden-Fowler equation [3, 4]. Singular Lane-Emden-Fowler equations (p < 0) has
been considered in a remarkable pionering paper by Fulks and Maybe [5]. Nonlinear singular elliptic equations arise
in applications, for example in glacial advance [11], ecology [6], in transport of coal slurries down conveyor belts [1],
micro-electromechanical system device [2] etc.
Nonlinear singular elliptic equations have been studied intensively during the last 15 years, for a detailed review
out of our scope in this summary, see Hernández and Mancebo [10]. Existence and nonexistence results for singular
nonlinear elliptic equations have been stated by Zhang [12], Zhang and Yu [13], Ghergu and Rădulescu [7, 8].
Multiplicity for singular Lane-Emden-Fowler equation with convection term is a topic essentially open. We prove

Theorem 0.1. Let Ω be a smooth bounded domain in RN , N ≥ 3. Suppose the following conditions hold:
(1◦) g : (0,∞) → (0,∞) is non increasing locally Hölder continuous function (that may be singular at the origin);
(2◦) f is continuous, nonnegative and non decreasing function with f(0) = 0;
(3◦) f(ξi) ≥ βξi, f(ηi) ≤ αηi with

ξ1 < η2 < ξi < ηi < ξi+1 < ... < ξm, m ≤ ∞

(4◦) h is a locally Hölder continuous function on RN and 0 ≤ h(∇u) ≤ b1 |∇u|s + b0, 0 < s < 1;
(5◦) βC(Ω)

(∫
K

ϕ1

)
ϕ1 ≥ 1, on K ⊂ Ω compact;

(6◦) ηi ≥ b1

(
ηi ‖ ∇e ‖L∞(Ω)

)s + b0 + g(ε) + αηi for all i, where

−∆e = 1 in Ω,

e = ε on ∂Ω.

(7◦) ε + exp(d(Ω)) ≤ 2 where d(Ω) is the distance between two parallel planes containing Ω.
Then the problem

−∆u = g(u) + h(∇u) + f(u) in Ω,

u = 0 on ∂Ω,
(0.2)

has m ≤ ∞ nonnegative classical solutions.

Moreover there are a relation with supercritical nonlinear elliptic problems. We state

Theorem 0.2. Let Ω be a smooth bounded domain in RN , N ≥ 3. Suppose the following conditions hold:
(1◦) f(s) = 1

s2 f̃( 1
s ) satisfies (2◦), (3◦) and (4◦) of Theorem 0.1;
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(2◦) 2 < q < p;

(3◦) 0 < ε ≤
(

q−2
p−2

) 1
p−q

;
(4◦) v + αηie ≤ ηi, where

−∆e = 1 in Ω,

e = 1
ε on ∂Ω,

and
−∆v = v2−q − v2−p in Ω,

v = 1
ε on ∂Ω.

Then the problem
−∆z + 2

z | ∇z |2 +f̃(z) + zq = zp in Ω,

z = ε on ∂Ω,
(0.3)

has 2m− 1 ≤ ∞ nonnegative classical solutions.
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investigation of partial stability in measure for

functional differential equations
m.a. bená ∗ & s.m.s. godoy †

Summary: Partial stability has been studied for many years for differential equations, as may be seen in [3,4,7,8].
The concept of stability in terms of two measures has been proven to be very useful to unify a variety of stability
concepts. It has also generated renewed interest among many researches [1,2,5,6]. The aim of this work is to extend
the concept of partial stability to partial stability in measure for delay differential equations by employing Liapunov
theory.

Let x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn, y = (y1, y2, ..., ym) ∈ Rm, with norms |x| =
√

x2
1 + x2

2 + ... + x2
n and

|y| =
√

y2
1 + y2

2 + ... + y2
m, respectively. Let z = (x, y) = (z1, z2, ..., zn+m) ∈ Rn+m.

For r ≥ 0, let C = C([−r, 0],Rn+m) be Banach space of continuous functions taking [−r, 0] into Rn+m. For a given
ψ = (ψ1, ψ2, ..., ψn) and λ = (λ1, λ2, ..., λm), let φ = (φ1, φ2, ..., φn+m) = (ψ, λ) ∈ C.

For the sake of convenience, we introduce the following definitions and classes of functions:
Γ = {h ∈ C(R+ × Rk,R+) : inf(t,w)∈R+×Rk h(t, w) = 0},
Γ0 = {h0 ∈ C(R+ × C,R+) : inf(t, φ)∈R+×C h0(t, φ) = 0},
K = {a ∈ C(R+,R+) : a is strictly increasing and a(0) = 0},
BH = {φ ∈ C : h0(t0, φ) ≤ H},
CH = {φ ∈ C : h0(t0, ψ) ≤ H, h0(t0, λ) < ∞}.

Let X be a Banach space. A function h ∈ C(R+ × X, R+) is called a measure in X (denoted by h ∈ Γ) if
inf(t,x)∈R+×X h(t, x) = 0.

Consider the delay differential equation

z′(t) = f(t, zt), zt0 = φ, (0.1)

where f ∈ C(R+ × CH ,Rn+m), f(t, 0) = 0, f takes bounded sets into bounded sets; then for each (t0, φ), there
exists a unique solution z(t) = z(t, t0, φ) = (x(t), y(t)) = (x(t, t0, φ), y(t, t0, φ)) of (0.1) which can be continued for
all t ≥ t0, such that h0(t0, xt) < H.

If z ∈ C([t0 − r,∞),Rn), t0 ∈ R+, we define zt = ((z1)t, (z2)t, ..., (zn+m)t) = (xt, yt) by zt(θ) = z(t + θ),
− r ≤ θ ≤ 0.

Let h0 ∈ Γ0, h ∈ Γ and z(t, t0, φ) be a solution of (0.1).

Definition 0.1. Equation (0.1) is said to be
(I) (h0, h)-partially stable with respect to x (or (h0, h) − x stable) if for each ε > 0 and t0 ∈ R+, there exists a
δ = δ(ε, t0) > 0 such that if h0(t0, φ) < δ then h(t, x(t, t0, φ)) < ε, t ≥ t0.
If δ = δ(ε), i.e., δ does not depend on t0, then Equation (0.1) is called (h0, h)- partially uniformly stable with respect
to x (or (h0, h)- uniformly x stable).
(II) (h0, h)-partially attractive with respect to x (or (h0, h) − x attractive) if for every t0 ∈ R+, there exists a η =
η(t0) > 0 and for every ε > 0 and φ with h0(t0, φ) < η there exists σ = σ(ε, t0, φ) > 0 such that h(t, x(t, t0, φ)) < ε,
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for any t ≥ t0 + σ.
(III) (h0, h)- equiattractive with respect to x (or (h0, h)− x equiattractive) if σ in (II) is independent of φ.

(IV) (h0, h)-asymptotically x stable if it is (h0, h)− x stable and (h0, h)− x attractive.
(V) (h0, h)-equiasymptotically x stable if it is (h0, h)− x stable and (h0, h)− x equiattractive.

Remark 0.1. By suitably choosing h0 and h, we can unify a variety of stability notions for system (0.1) found in
the literature, such as partial stability, stability of trivial solution and stability of invariants sets.

For more details see [5].

Definition 0.2. Consider a functional V ∈ C(R+ × C,R+) and h ∈ Γ, h0 ∈ Γ0. V is said to be
(i) h− x positive definite if V (t, 0) = 0 and there exist a ρ > 0 and a function a ∈ K such that if h(t, ψ(0)) < ρ

then V (t, φ) ≥ a(h(t, ψ(0)));
(ii) h0− decrescent if there exist a λ > 0 and a function b ∈ K such that if h0(t, φ) < λ then V (t, φ) ≤ b(h0(t, φ)).

Definition 0.3. Equation (0.1) is called (h0, h)− y bounded if h(t, x) < ξ < H for t ≥ t0 implies that there exists
a number Nξ such that h(t, y) < Nξ for t ≥ t0.

Theorem 0.1. Suppose that there exists a functional V = V (t, φ) such that V is h− x positive definite,
h0− decrescent and dV

dt (t, zt(t0, φ)) ≤ 0. Then Equation (0.1) is (h0, h)− x stable.

Theorem 0.2. Assume that
(i) the function f of (0.1) is a bounded function on R+ × CH and Equation (0.1) is (h0, h)− y bounded;
(ii) V is h− x positive definite and h0− decrescent;
(iii) for every t0 ≥ 0 there exists q(t0) > 0 such that if h0(t0, φ) < q(t0) then dV

dt (t, zt(t0, φ)) ≤ 0 and V (t, zt(t0, φ))
tends to zero as t →∞.

Then Equation (0.1) is (h0, h)− equiasymptotically x stable.

References
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Kawahara equation posed on a finite interval

Gleb G. Doronin ∗ † & Nikolai A. Larkin ‡

This work is concerned with the existence and uniqueness of global-in-time regular solutions for the Kawahara
equation posed on a bounded interval. Our study is motivated by physics and numerics: the nonlinear relation, called
Kawahara equation [4], is the fifth-order dispersive-type partial differential equation describing one-dimensional
propagation of small-amplitude long waves in various problems of fluid dynamics and plasma physics [1, 5]. This
equation is also known as a perturbed KdV, or as a special case of the Benney-Lin equation [2].

Dispersive models have been usually developed for unbounded regions of wave propagations; however, if one is
interested in implementing a numerical scheme to calculate solutions in infinite regions, there arises the issue of
cutting off the spatial domain. Once this is done, some boundary conditions are needed to specify the solution.
Therefore, precise mathematical analysis of boundary value problems in bounded domains for the Kawahara-type
equations is welcome.

The main goal here is the existence and uniqueness of a global regular solution to the initial-boundary value
problem posed on an interval x ∈ (0, 1) for the nonlinear Kawahara equation. To prove existence results we propose
the transparent and constructive method of semi-discretization with respect to t which can be used for numerical
simulations. In addition we prove the exponential decay of solutions as t → ∞ and its asymptotics while the
coefficient of the higher derivative approaches zero.

Note that boundary conditions imposed below are reasonable, at least from the mathematical viewpoint. Indeed,
to understand what kind of boundary conditions leads to well- or ill-posedness of an initial-boundary value problem
for the evolution odd-order PDE, one has to know what boundary value problems for the corresponding stationary
equation are well- or ill-posed. Stationary equation can be derived from an evolution one by making use of the
Laplace transformation or discretization with respect to time. In the case of dispersive-type equations (such as KdV
or Kawahara equation) formulation of a problem usually comes from a real physical situation when “well-chosen”
boundary conditions assure its well-posedness. However, it was not clear what happens if the boundary conditions
are “wrongly chosen”. Observe that this choice is certainly very important for numerical simulations. A brief
analysis of odd-order equation

au + (−1)l+1D2l+1u = 0, (x ∈ (0, 1) ⊂ R, t > 0)

with a > 0, l = 0, 1, 2 and Dku = dku/dxk shows (see [3]) that the well-posed problem is those that has l boundary
conditions on the left boundary (x = 0) and l + 1 conditions at the right-hand endpoint (x = 1.) Otherwise, either
existence or uniqueness is failed. This brings theoretical reasons for our results.

For real T > 0 denote QT = {(x, t) ∈ R2 : x ∈ (0, 1) ⊂ R, t ∈ (0, T )}. In QT we study one-dimensional
nonlinear Kawahara equation

ut −D5u + uDu + D3u = 0 (0.1)

subject to initial and boundary conditions

u(x, 0) = u0(x), x ∈ (0, 1); (0.2)

Diu(0, t) = Diu(1, t) = D2u(1, t) = 0, i = 0, 1; t ∈ (0, T ). (0.3)
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82



Here u0 : (0, 1) → R is the given function satisfying

Diu0(0) = Diu0(1) = D2u0(1) = 0, i = 0, 1. (0.4)

Theorem 1. Let u0 ∈ H5(0, 1) satisfy (0.4). Then for all finite T > 0 problem (0.1)-(0.3) has a unique regular
solution u(x, t) :

u ∈ L∞(0, T ;H5(0, 1)) ∩ L2(0, T ;H7(0, 1)),

ut ∈ L∞(0, T ;L2(0, 1) ∩ L2(0, T ;H2(0, 1)).

Theorem 2. Let u0 ∈ H5(0, 1) satisfy (0.4) and 11− 2
3‖u0‖L2(0,1) = κ > 0. Then for all t > 0 the regular solution

given by Theorem 1 satisfies the following inequality

‖u‖2(t)L2(0,1) ≤ 4‖u0‖2L2(0,1)e
−κt. (0.5)

To formulate the next theorem, for real µ > 0 and for fixed m ∈ N, consider in QT two following problems:

uµ
t + uµDuµ + D3uµ − µD5uµ = 0, (x, t) ∈ QT ; (0.6)

Diuµ(0, t) = Diuµ(1, t) = D2uµ(1, t) = 0, i = 0, 1; t ∈ (0, T ); (0.7)

uµ(x, 0) = um
0 (x), m ∈ N; x ∈ (0, 1) (0.8)

and

ut + uDu + D3u = 0, (x, t) ∈ QT ; (0.9)

u(0, t) = u(1, t) = Du(1, t) = 0, t ∈ (0, T ); (0.10)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ (0, 1). (0.11)

Theorem 3. Let um
0 ∈ H5(0, 1) and u0 ∈ H3(0, 1) satisfy the consistency conditions related to (0.7) and (0.10)

correspondingly. Suppose
‖um

0 − u0‖H3(0,1) → 0 as m →∞.

Then for all finite T > 0 there exists a unique solution u(x, t) to (0.9)-(0.11) such that

u ∈ L∞(0, T ;H3(0, 1)) ∩ L2(0, T ;H4(0, 1)),

ut ∈ L∞(0, T ;L2(0, 1)) ∩ L2(0, T ;H1(0, 1)).

Moreover, if µ → 0, and m →∞, then

uµ → u ∗ −weak in L∞(0, T ;L2(0, 1)) and weakly in L2(0, T ;H1(0, 1)),

uµ
t → ut ∗ −weak in L∞(0, T ;L2(0, 1)) and weakly in L2(0, T ;H1(0, 1)).
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Método de Solução das EDPs : F (ux, uy) = 0;

F (f (x)ux, uy) = 0; F (ux, h(y)uy) = 0
M. L. Espindola ∗

10/09/2008

Tanto no método de Charpit, como em outros métodos, aplicados a edps lineares ou não lineares dos tipos:
F (p, q) = 0; F (f(x)p, q) = 0; F (p, h(y)q) = 0, onde p = ∂u/∂x, q = ∂u/∂y e u = u(x, y), fornecem uma
solução integral[1, 2, 3]. No método proposto aqui obtém-se infinitas soluções integrais, i.e., a solução geral na
forma impĺıcita e em alguns casos a solução geral de forma expĺıcita.

O procedimento desenvolvido tem como base uma transformação de Legendre.
Uma das aplicações para edps não lineares é a obtenção da solução geral da equação de Hamilton-Jacobi, cuja

importância é muito grande em Mecânica Anaĺıtica[4, 6] e como uma ferramenta prática de solução de equação
diferenciais[5].

Na extensão do método podemos obter soluções para edps de segunda ordem de um dos tipos

F (r, s) = 0 e F (s, t) = 0, r =
∂2u

∂x2
, s =

∂2u

∂x∂y
e t =

∂2u

∂y2
,

desde que estas podem ser transformadas nas edps acima.
Outra extensão posśıvel é para edps de primeira ordem com diversas variáveis

F (p1, . . . , pn, q1, . . . , qn) = 0, pi = ∂u/∂xi, qi = ∂u/∂yi e u = u(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn).

1 Solução Geral para F (p, q) = 0

Considere a edp de primeira ordem F (p, q) = 0, onde p = ∂u/∂x, q = ∂u/∂y e u = u(x, y). A forma
diferencial Pfaffiana para u é

du = p dx + q dy. (1.1)

Aplicando uma transformação de Legendre obtemos

d(xp + yq) − du − xdp − ydq = 0.

Desde que dF = Fpdp + Fqdq = 0, logo dp = −(Fq/Fq)dq então

d(xp + yq) − du +
(

x
Fq

Fp
− y

)
dq = 0 . (1.2)

Sendo esta uma forma diferencial Pfaffiana pode ser aplicado o teorema[7]:

Teorema 1.1. A condição necessária e suficiente para que a forma diferencial Pfaffiana ~X · ~dr = 0 seja integrável
é que ~X · rot ~X = 0.

Que neste caso resulta em

~X · rot ~X = −
(

∂

∂(xp + yq)
+

∂

∂u

) (
x

Fq

Fp
− y

)
= 0,
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que integrada fornece
u − xp − yq = φ(q). (1.3)

Substituindo na equação (1.2) obtém-se

x

(
Fq

Fp
− y

)
= −φ′(q). (1.4)

A solução geral da equação diferencial é dada pela equação (1.3) na qual q é determinado a partir de (1.4).
Esta é uma solução geral desde que ela possui uma função arbitrária φ(q), i.e., a cada forma arbitrária de φ(q) a
equação (1.4) e a edp original formam um sistema de equações algébrico que determina q = q(x, y) e p = p(x, y),
que uma vez substitúıdos em (1.3) fornecem uma solução da edp.

Em alguns casos podemos explicitar p = f(q) (ou q = g(p)) e a solução geral da edp a partir de (1.3) fica

u = x f(q) + yq − φ(q), (1.5)

com a condição que é obtida de (1.4)
xfq + y = φ′(q) (1.6)

.

2 Solução Geral para F (f(x)p, q) = 0 (ou F (p, g(y)q) = 0)

Utilizando um procedimento idêntico ao da seção anterior, explicitamos a partir da edp p = G(q)/f(x) subs-
titúımos na forma diferencial e aplicamos uma transformação de Legendre obtendo

du = d[H(x)G(q) + yq] − [H(x)G′(q) + y]dq,

onde H(x) =
∫

dx/f(x).
Esta é uma forma diferencial Pfaffiana e a sua condição de integrabilidade[7] é

H(x)G′(q) + yq = φ′(q). (2.7)

Portanto a solução geral da edp é
u = H(x)G′(q) + yq − φ(q), (2.8)

onde φ(q) é uma função arbitrária que uma vez escolhida irá determinar o valor de q = q(x, y) a partir da
equação (2.5).

Da maneira semelhante se obtém a solução de F (p, g(y)q) = 0.
Como uma observação final o procedimento acima descrito poderá ser aplicado a edps lineares ou não do tipo

u = f(p, q) (em estudo atualmente).
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UFPB - Universidade Federal da Paráıba & UFCG -Universidade Federal de Campina Grande

Edição N0 2 Novembro 2008

métodos de alta resolução para análise e resśıntese de

sinais musicais
l. h. bezerra ∗ & s. castilho †

Neste trabalho, introduzimos alguns métodos para análise e resśıntese de sinais musicais baseados no domı́nio do

tempo, que correspondem ao estado atual dessa abordagem em processamento de sinais. Nossa contribuição a essa

famı́lia de métodos foi nas suas implementações, especialmente os métodos de aproximação projetiva NP3 (Hua et

al. [5]) e OPAST (Abed-Merain et al. [1]), em que foram introduzidos procedimentos diferentes dos contidos nos

algoritmos originais para o cálculo de alguns dos parâmetros necessários para o desenvolvimento dos mesmos.

A desvantagem desses métodos é o número de operações necessárias para as estimativas dos parâmetros dos

sinais, que demanda muito tempo de processamento em comparação aos algoritmos no domı́nio das freqüências. Esse

fato inviabiliza sua utilização em tempo real com os computadores atuais. Apesar disso, os testes que realizamos

mostram que os métodos de alta resolução dão bons resultados, com erros inferiores aos dos métodos no domı́nio

das freqüências que também utilizam śıntese aditiva.

Um método pioneiro baseado no domı́nio das freqüências para a resśıntese de sinais musicais foi o Phase Vocoder.

Esse método não conta com uma etapa de análise. Para cada quadro, o espectro é obtido via STFT (Short-Time

Fourier Transform), porém não é interpretado, é apenas utilizado para a resśıntese. Na śıntese aditiva, cada bin

do espectro é interpretado como uma faixa de freqüência fixa, o que torna esse método pouco flex́ıvel e com

desempenho inferior para sons com oscilações de freqüẽncias. A utilização desse algoritmo, aqui, foi restrita à

modificação independente de duração e freqüências de um sinal musical.

Os métodos de alta resolução supõem o sinal musical modelado por somas de exponenciais complexas amorte-

cidas:

s(t) =

M
∑

k=1

αkzt

k
+ ᾱkz̄t

k
,

em que αk = 1

2
Akeiθk e zk = edk+i2πfk (para todo k, Ak é amplitude, fk é freqüência e dk é coeficiente de

amortecimento). Nossa famı́lia de métodos de alta resolução inicia-se com o algoritmo ESPRIT (Roy and Kailath

[6]). Em Badeau [2], sugere-se que o cálculo das amplitudes com o ESPRIT, isto é, a resolução do problema

Wα = H(:, 1), em que a matriz W é de Vandermonde e a matriz de Hankel H é tal que H = WAWT (A é a

matriz diagonal formada com as amplitudes do sinal), pode ser feita sem a necessidade de se explicitar a matriz de

Vandermonde. Neste trabalho, deduzimos uma forma original para essa resolução.

Quando a matriz H é muito grande, dividimo-la em submatrizes Hi, que chamamos de janelas (não confundir

com um tipo de filtros no domı́nio do tempo) e fazemos o cálculo dos parâmetros do sinal adaptativamente. Para

isso, é fundamental calcular o subespaço associado aos autovalores dominantes da janela Hi. Usamos o método de

janelas deslizantes, calculando Qi para cada matriz de Hankel Hi formada com os sinais da janela i. Usaremos um

método alternativo ao QR, que ortonormaliza as colunas de CiQi−1 (Ci = H2

i
), computando

Qi = CiQi−1

(

QT

i−1
C2

i
Qi−1

)

−1/2

de dois modos, que estão sintetizados nos algoritmos NP3 e OPAST.

Uma vez calculada a matriz Qi, que tem as colunas ortonormais, deve-se calcular a matriz espectral Φi = Q
†

i
Qi,

em que Q
†

i
é a pseudo-inversa de Qi. Em Badeau [3], há um modo de se calcular adaptativamente a matriz

espectral nos casos em que as matrizes Qi têm uma atualização de posto 1, do tipo Qi = Qi−1 + egT . Fizemos
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h1 h2 · · · hL hL+1 · · · hN−L−1

h2 h3 · · · hL+1 hL+2 · · · hN−L

...
...

...
...

...
...

...

hL hL+1 · · · h2L−1 h2L · · · hN

Figura 1: Janelas deslizantes

uma generalização do cálculo adaptativo da matriz espectral para o nosso caso, uma vez que, na nossa versão

dos algoritmos adaptativos, os subespaços que queremos computar são atualizados por uma equação do tipo Qi =

Qi−1 + EGT , em que E e G são matrizes de posto 2. Por sua vez, os algoritmos adaptativos que foram baseados

nos algoritmos NP3 e OPAST tiveram que ser generalizados para os casos em que as matrizes têm atualizações de

posto 2, em vez de posto 1, como pensado originalmente por seus autores. Esses algoritmos foram desenvolvidos

originalmente para rastrear subespaços dominantes de matrizes de covariância, cuja atualização é de posto 1.

Todas essas adaptações foram feitas com algum esforço matemático, uma combinação de problemas matemáticos

de pequeno porte, que foram resolvidos nesse trabalho. As implementações utilizadas para os experimentos que

realizamos foram feitas em MATLAB e, com exceção do algoritmo Phase Vocoder, os códigos são todos de nossa

autoria. Para o algoritmo Phase Vocoder foi utilizada a implementação de Ellis [4].

Após realizarmos testes com métodos no domı́nio do tempo e comparar os resultados com resultados de testes

feitos com métodos no domı́nio das freqüências, conclúımos que ambas as abordagens possuem vantagens e des-

vantagens. Assim, não pudemos dizer que existe um melhor método para análise e resśıntese de sinais sonoros. A

escolha do método adequado dependerá das caracteŕısticas da aplicação para o qual este será utilizado. Para sons

monofônicos, que se encaixem no modelo senoidal com amortecimento exponencial, os métodos de alta resolução

apresentaram melhores resultados. Também recomendamos esses métodos para reconhecimento de locutor, por

exemplo, no qual é necessária uma representação mais fiel, ou seja, um resultado numérico mais preciso. Por outro

lado, os métodos baseados no domı́nio das freqüências apresentaram melhores resultados com sons mais complexos,

nos quais as imperfeições da resśıntese passam desapercebidas pelos ouvidos humanos. Isso se deve à maior quan-

tidade de informações a serem decodificadas pelo sistema auditivo. Além disso, esses métodos também são mais

recomendados para a aplicação de transformações e efeitos na resśıntese de sinais, por oferecerem maior flexibilidade

no domı́nio das freqüências.
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micropolar fluids with vanishing viscosity
M.A. Rojas-Medar ∗ & E. Ortega-Torres † & E.J. Villamizar-Roa ‡

The objective of the present work is to analyze the convergence of the evolution equations for the

motion of incompressible micropolar fluids, when the viscosities related with the physical properties of

the fluid go to zero. The equations that describes the motion of a viscous incompressible micropolar fluid

expresses the balance of momentum, mass and angular momentum. In a bounded domain Ω ⊂ R3 and

in a time interval (0, T ], 0 < T < +∞, this model is given by

(uν)t − ν1 ∆uν + (uν · ∇)uν +∇ pν = 2 µrrotwν + f in Q, (0.1)

divuν = 0 in Q, (0.2)

(wν)t − ν2 ∆wν − ν3∇div wν + (uν · ∇)wν + 4 µr wν = 2µr rotuν + g in Q, (0.3)

with Q = Ω× (0, T ], where the unknowns are uν = (u1, u2, u3), wν = (w1, w2, w3) and pν , which denote

respectively, the velocity of the fluid, the micro-rotational velocity and the hydrostatic pressure of fluid,

at a point (x, t). The constants positives ν1 = µ + µr, ν2 = ca + cd, ν3 = c0 + cd − ca, with c0 + cd > ca,

where µ, µr, c0, ca, cd represent viscosity coefficients; in particular, µ is the usual Newtonian viscosity and

µr is called the microrotation viscosity and c0, ca, cd are new viscosities related to the asymmetry of the

stress tensor. The fields f and g are given and denote external sources of linear and angular momentum,

respectively.

Together with these equations we prescribe the following initial and boundary conditions

uν(x, 0) = 0, wν(x, 0) = 0 in Ω, (0.4)

uν(x, t) = 0, wν(x, t) = 0 on ∂Ω× [0, T ], (0.5)

where, for the sake of simplicity in this exposition, we have taken homogeneous boundary conditions, for

both velocity and micropolar fields equals to zero. The initial data is also assumed equals to zero due

the nature of the solutions of Euler-like system (0.7)-(0.10) below.

For the derivation and physical discussion of system (0.1)-(0.3) are found in [2]. Some mathematical

results are founded in [3], [4].

In the present work, we are interested in the study of the flow of micropolar fluids, in a smooth

enough bounded domain Ω, when the viscosities ν1, ν2, ν3 tend to zero. We will prove that there exists a

subspace of (L∞(0, T ;H3
0(Ω)))2, such that for external forces (f , g) in that subspace, the weak solution

of the micropolar fluid system (0.1)-(0.3) converges in L2(Ω) × L2(Ω), when the viscosities ν1, ν2, ν3 in

(0.1)-(0.3) tend to zero, to the solution (u, w) of the system

ut + u · ∇u +∇ p = f , in Ω× [0, τ ], (0.6)
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divu = 0, in Ω× [0, τ ], (0.7)

wt + u · ∇w = g, in Ω× [0, τ ], (0.8)

u(x, 0) = 0, w(x, 0) = 0, in Ω, (0.9)

u(x, t) = 0, w(x, t) = 0, on ∂Ω× [0, τ ], (0.10)

with 0 < τ < T. As far as we know, the analysis of convergence of the evolution equations for the motion

of incompressible micropolar fluids, in in an open set Ω × (0, T ), where Ω is a proper subdomain of R3,

when the viscosities go to zero is still unknown. In case Ω = R3, in [1] was consider a non-homogeneous,

viscous, incompressible asymmetric fluid in R3 and was prove that there exists a small time interval where

the fluid variables converge uniformly as the viscosities tend to zero. However, the results of [1] do not

applicable in the case Ω a proper subdomain of R3; indeed the analysis of the our situation is still more

difficult.

Ours main results are: let us consider the following functional space:

F0 = {(Φ + t2P (Φ · ∇Φ), Ψ + t2Φ · ∇Ψ) : Φ ∈ V ∩H3, Ψ ∈ H1
0 ∩H3}

So, we have

Lemma 1. Let (f , g) ∈ F0 ⊂ (L∞(0, T ;H3
0(Ω)))2. Then, for some 0 < τ < T there exists a unique

solution u ∈ L∞(0, τ ;V ∩H3), w ∈ L∞(0, τ ;H1
0 ∩H3) of Problem (0.6)-(0.10).

Theorem 2. Consider (f , g) ∈ F0. Then,

1. (Existence). There exists a solution uν ∈ L∞(0, T ;H)∩L2(0, T ;V), wν ∈ L∞(0, T ;L2)∩L2(0, T ;H1
0)

of Problem (0.1)-(0.5) where uν and wν are dependent on ν1, ν2, ν3.

2. (Convergence). If (u, w) is the unique solution of Problem (0.6)-(0.10) given by Lemma 1, then

‖uν − u‖L2(0,τ ;H) = O((ν1 + ν2 + ν3)1/2), (0.11)

‖wν −w‖L2(0,τ ;L2) = O((ν1 + ν2 + ν3)1/2), (0.12)

with 0 < τ < T as in Lemma 1. Moreover, with the additional condition ν3 < ν1 < ν2 < kν1 for

some constant k, as ν1, ν2, ν3 → 0 we have

uν → u weakly in L2(0, τ ;V), wν → w weakly in L2(0, τ ;H1
0).
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Multiplicidade de soluções positivas de um problema

semilinear de Dirichlet com função peso mudando

de sinal em um cilindro infinito.
M. L. Miotto ∗ & O. H. Miyagaki †

Analisamos a existência e multiplicidade de soluções positivas do seguinte problema

(Pλ,f, h)

{
−∆u+ u = λf(x)uq−1 + h(x)up−1, em Ω
u = 0, sobre ∂Ω

onde Ω = Ω′×IR, sendo Ω′ um domı́nio suave e limitado de IRN−1 e N ≥ 2. Consideremos ainda 1 < q < 2 < p < 2∗,
λ um parâmetro positivo, uma função f, que dentre outras condições, pode mudar de sinal em Ω, e a função h

satisfaz condições adequadas. Esta analise é baseada na comparação dos ńıveis de energia sobre a Variedade de
Nehari.

Problemas semilineares com não linearidades côncavo-convexa em domı́nio limitado são amplamente estudadas.
Citamos o trabalho pioneiro de Ambrosetti, Brézis e Cerami [2], que dentre outros problemas analisou a existência
e multiplicidade de soluções positivas de

(Pλ)

{
−∆u = λuq + up, em Ω
u = 0, sobre ∂Ω

onde 0 < q < 1 < p ≤ 2∗. Eles provaram a existência de λ0 > 0, tal que o problema (Pλ), admite ao menos
duas soluções positivas se λ ∈ (0, λ0), possui uma solução positiva para λ = λ0 e não possui solução para λ > λ0.
Recentemente, para Ω = BN (0, 1), ou seja, se Ω é Sa bola unitária, Adimurthi, Pacella e Yadava [1], Damascelli,
Grossi e Pacella [6] e Tang [7] provaram que existem exatamente duas soluções positivas para λ ∈ (0, λ0) e apenas
uma solução positiva para λ = λ0. Ainda no caso de Ω ser um domı́nio limitado, citamos o trabalho de Brown e
Zhang [4], o qual analisa a existência de soluções positivas do problema{

−∆u = λf(x)u+ h(x)up, em Ω
u = 0, sobre ∂Ω

com λ > 0, 1 < p < 2∗ − 1 e as funções peso f, h : Ω→ IR são suaves e podem mudar de sinal.
Quando Ω = IRN com f ≥ 0 e h > 0, onde lim

|x|→∞
f(x) = f∞ > 0 e lim

|x|→∞
h(x) = 0, Cao em [5] garantiu a

existência de (λn) ⊂ (0,∞) onde para cada λ ∈ (0, λn) existem n pares de soluções de (Pλ,f, h).
Se Ω é um domı́nio exterior em IRN , para f ≡ 0, h ≥ 0 e lim

|x|→∞
h(x) = h∞ > 0 com h(x) ≥ h∞−C0|x|−

N−1
2 e−δ|x|

se |x| ≥ R0, para algumas constantes R0, C0, δ > 0, Bahri e Lions [3] mostraram, dentre outros resultados, que
(P1,0, h) possui ao menos uma solução positiva.

Wu em [8] estudou o problema (Pλ,f, h), sob as hipóteses que 0 � f ∈ L
2

2−q (Ω), h ∈ C(Ω) satisfaz h > 0,
lim

|xN |→∞
h(x) = 1 em Ω = Ω′ × IR e ainda existem δ > 0 e 0 < C0 < 1 tais que h(x′, xN ) ≥ 1 − C0e

−2
√

1+θ1+δ|xN |,

para todo (x′, xN ) ∈ Ω, onde θ1 é o primeiro autovalor do problema de Dirichlet −∆ em Ω′. Ele obteve a existência
de λ0 > 0 tal que para λ ∈ (0, λ0), o problema (Pλ,f, h) possui ao menos duas soluções positivas.

Motivados pelos trabalhos de Wu [8], Brown e Zhang [4], analisamos o problema (Pλ,f, h) onde, dentre outras
condições, a função peso f pode mudar de sinal e h é não negativa, mas que pode ser identicamente nula em um
conjunto limitado de Ω. O seguinte teorema contém nosso resultado principal:
∗UFSCar, DM, SP, Brasil, miotto@dm.ufscar.br
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Teorema 0.1. Se as funções f, h : Ω→ IR satisfazem

i) f ∈ L
γ
γ−q (Ω), onde q < γ ≤ 2∗, com f+ 6≡ 0 e f− é limitada e possui suporte compacto em Ω.

ii) 0 ≤ h ∈ L∞(Ω), com lim
|xN |→∞

h(x′, xN ) = 1 e existe C0 > 0, tal que

h(x′, xN ) ≥ 1− C0e
−2
√

1+θ1|xN |

para todo x = (x′, xN ) ∈ Ω, onde θ1 é o primeiro autovalor do problema de Dirichlet −∆ em Ω′.

Então existe uma constante positiva Λ = Λ(q, p, ‖h‖L∞ , γ), tal que o problema (Pλ,f, h) possui ao menos duas
soluções positivas, para cada λ ∈ (0,Λ‖f‖−1

L1
).

Ressaltamos que sobre nossas hipóteses, algumas estimativas para obter a convergência das sequências (PS)
sobre a variedade de Nehari, bem como, outros argumentos utilizados por Brown e Zhang [4] e Wu [8] não podem
mais ser utilizados. Para contornar tais dificuldades novas estimativas são estabelecidas. É interessante salientar
que a constante Λ não depende das funções h e f , no sentido de que Λ depende apenas da norma de h e do espaço
que contém f .
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Multiscale radial basis approximations for the

Black-Sholes problem
E. Larsson ∗ & S. M. Gomes †

We are concerned with meshfree schemes for partial differential equations, where the approximating spaces are
formed by linear combinations of radial basis functions (RBF). The motivation for using RBF approximations
comes from the possibility of achieving high (spectral) accuracy with low complexity algorithms, for arbitrary
choice of node locations, and, consequently, suitable for multi-dimensional irregular geometries. We refer to [1] for
an overview on this matter.

Our purpose is to simulate high dimensional models in mathematical finance, focusing on the Black-Sholes model
for European basket call option. Computational option pricing is an active area of research with different modern
numerical techniques [3].

The new contributions of this work are two fold. Firstly, instead of collocation, which is a common formulation
in the radial basis context, we adopt a least squares scheme. Secondly, since the solution features change in time,
effort is directed to the study of a multi-level approach for radial basis functions.

1 The Black–Scholes model problem

The multi-dimensional Black–Scholes partial differential equation can be used for valuation of options based on
several underlying assets. It is a linear, time-dependent, parabolic PDE that can be written as

ut(x, t) = Lu(x, t), x ∈ Ω, t > 0,
u(x, t) = g(x, t), x ∈ Γ, t > 0,
u(x, 0) = Φ(x), x ∈ Ω,

where u(x, t) is the value of the option, x ∈ Rd
+ contains the scaled values of the d assets, t is the time left to the

exercise time T of the option, and Ω is some subregion of Rd
+. The spatial operator has the form

Lu(x, t) = r
d∑

i=1

xi
∂u

∂xi
+

1
2

d∑
i,j=1

[
σσT

]
ij
xixj

∂2u

∂xi∂xj
− ru,

where r is the risk free interest rate and σ is the volatility matrix. The function Φ(x) is called the contract function
and depends on which type of option we are solving for. For our numerical examples, we use the European basket
call option with contract function

Φ(x) = max(0,
1
d

d∑
i=1

xi −K),

where, in our present case, the exercise price K is always equal to 1 due to scaling. At the near-field boundary,
consisting of the origin, we impose

u(x, t) = 0, (1.1)

and at the far-field boundary, here defined as the part of the boundary where 1
d

∑d
i=1 xi ≥ 4K, we impose

u(x, t) =
1
d

d∑
i=1

xi −K exp(−rt). (1.2)
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2 Numerical Model

The numerical model has two parts: one for the time integration and another for the discretization of the spatial
differential operator using RBF approximations.

2.1 Discretization in time

Let the time interval [0, T ] be divided into M steps of length kn = tn− tn−1, n = 1, . . . ,M , and let the approximate
solution at the discrete times tn be denoted by v(x, tn) ≈ u(x, tn). The problem is integrated in time using the
unconditionally stable, second-order accurate, implicit BDF-2 method [2].

2.2 RBF Approximation

Given scattered center points xc
j , j = 1, . . . , N , we consider multiquadric RBF approximating spaces spanned by the

basic functions φ(‖x−xc
j‖), where φ = φε depends on a chosen shape parameter ε. Thus, we search for approximate

solutions solving the Black-Scholes equation of the form

v(x, tn) =
N∑

j=1

λj(tn)φ(‖x− xc
j‖) ≡

N∑
j=1

λj(tn)φj(x). (2.3)

One of our purposes is to analyze the performance a least squares formulation for such kind of RBF approximation.
Furthermore, we want to study the effect of introducing a multi-level approach for this scheme, where the solution
is obtained from a hierarchy of RBF approximations on different levels. We associate a fixed shape parameter
value with each level. Typically, a low level has a smaller shape parameter and fewer node points than a higher
level. This means that the low level approximations capture the smoothest part of the solution. Higher frequency
variations can be incorporated by introducing more levels. For comparison, we also consider single and multi-level
RBF collocation schemes.

Typically, the least squares approach makes the error small in the interesting region, where the mean stock
prices are close to the strike price, and the multi-level formulation reduces the boundary oscillations. Numerical
results are shown for several 1D tests concerning efficiency of the simulations and the quality of the results in terms
of the different parameters. When compared with the corresponding schemes using collocation, we see that the
least squares methods are around twice as fast and use less than half the memory. We also present numerical results
for 2D simulations.
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normal families of holomorphic mappings on infinite

dimensional spaces
p. takatsuka ∗

1 Introduction

Let E be a locally convex space, always assumed complex and Hausdorff, and let H(U) denote the vector space of
all holomorphic functions on an open subset U of E. In the present work earlier results of [6] are extended. We
give a complete characterizations of normal families in H(U) for the topologies τ0, τπ, τω and τδ.

We also consider the space H(U,F ′) of holomorphic mappings on U with values in a dual Banach space F ′.
We introduce the locally convex topology τ∗ on H(U,F ′) when τ is any locally convex topology on H(U) and give
characterizations of normal families in H(U,F ′) for the topologies τ∗0 , τ∗π , τ∗ω and τ∗δ .

I would like to express my gratitude to Jorge Mujica for his constant encouragement and for his valuable help
with crucial suggestions and advices.

2 Normal Families in H(U)

Theorem 2.1. Let U be an open subset of a separable locally convex space E and let F ⊂ H(U). Consider the
following conditions:

(a) F is locally bounded.

(b) F is equicontinuous and pointwise bounded.

(c) F is relatively compact in (H(U) , τ0 ).

(d) F is normal.

(e) F is bounded in (H(U) , τ0 ).

Then (a) and (b) are equivalent and each of the above condition implies the next condition. Moreover, if E is
metrizable then all the conditions are equivalent.

3 Normal Families in (H(U), τ)

Theorem 3.1. Let U be an open subset of a Fréchet-Schwartz space E and let F ⊂ H(U) be a family. Then the
following conditions are equivalent:

a) F is locally bounded. a’) F is equicontinuous and pointwise bounded.

b) F is τ0-normal. b’) F is relatively τ0-compact. b”) F is τ0-bounded.

c) F is τπ-normal. c’) F is relatively τπ-compact. c”) F is τπ-bounded.

d) F is τω-normal. d’) F is relatively τω-compact. d”) F is τω-bounded.

e) F is τδ-normal. e’) F is relatively τδ-compact. e”) F is τδ-bounded.
∗Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro, IM-DTL, RJ, Brasil, ptakatsuka@ufrrj.br
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4 Normal Families in (H(U, F ′), τ ∗0 )

Let U be an open subset of a locally convex space E, and let F be a Banach space. Let τ be a locally convex topology
on H(U), and let cs(H(U) , τ ) denote the set of all continuous semi-norms on (H(U), τ). Given f ∈ H(U,F ′) and
y ∈ F , let fy ∈ H(U) be defined by fy(x) = f(x)(y), for all x ∈ U . We denote by τ∗ the locally convex topology
on H(U,F ′) generated by the semi-norms of the form py(f) := p (fy), with p ∈ cs(H(U) , τ ) and y ∈ F .

Theorem 4.1. Let E be a separable locally convex space, F a separable Banach space and U ⊂ E an open subset.
Let F be a family in H(U,F ′). Consider the following conditions:

(a) F is locally bounded.

(b) F is equicontinuous and pointwise bounded.

(c) F is relatively compact in (H(U,F ′) , τ∗0 ).

(d) F is τ∗0 -normal.

(e) F is bounded in (H(U,F ′) , τ∗0 ).

Then (a) and (b) are equivalent and each of the above conditions implies the next condition. Moreover, if E is
metrizable then all the conditions are equivalent.

5 Normal Families in (H(U, F ′) , τ ∗ )

Theorem 5.1. Let U be an open subset of a Fréchet-Schwartz space E and let F be a Banach space. Let F ⊂ H(U)
be a family. Then the following conditions are equivalent:

a) F is locally bounded. a’) F is equicontinuous and pointwise bounded.

b) F is τ∗0 -normal. b’) F is relatively τ∗0 -compact. b”) F is τ∗0 -bounded.

c) F is τ∗π-normal. c’) F is relatively τ∗π-compact. c”) F is τ∗π-bounded.

d) F is τ∗ω-normal. d’) F is relatively τ∗ω-compact. d”) F is τ∗ω-bounded.

e) F is τ∗δ -normal. e’) F is relatively τ∗δ -compact. e”) F is τ∗δ -bounded.
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Novos avanços no estudo da transformação

generalizada de joukowski
r. p. pazos ∗

O objetivo é estabelecer o marco de referência apropriado para o estudo de aerofólios adaptativos (aqueles

que se adaptam a diferentes tipos de fluxos) gerados pela Transformação Generalizada de Joukowski, que pode se

decompôr numa sequência de transformações conformes do tipo frações cont́ınuas, iniciando com uma transformação

de Möbius. Foram estabelecidos novos tipos de aerofólios, de caráter técnico e acadêmico, que são submetidos a

fluxos de ar em torno de perfis que simulam espécies vivas em movimento, entre outros.

1 Noções básicas

Definição 1.1. Seja a =
[

a1 , a2 , . . . , an

]

∈ C
n , a transformação generalizada de Joukoswki determinada por a

se define como, ver Kythe [2]

J
(

a , z
)

= z +
n

∑

k=1

ak

zk
(1.1)

Observação 1.1. Para que uma transformação (1.1) seja conforme é preciso estudar seus pontos cŕıticos, pois

desta maneira o domı́nio onde a transformação é anaĺıtica e bijetora fica bem determinado.

Uma expressão como (1.1) pode se decompor como uma função em frações cont́ınuas, ver Hensley [3]. Assim

J
(

[ a1 , a2 ] , z
)

= z +
a1

z −
a

2

a
1

+
a2

2

a2
1

(

z +
a

2

a1

)

(1.2)

Para realizar uma análise mais formal, se definem alguns conceitos. Seja Lj : D → C uma função afim, definida

por

Lj(z) = αj z + βj , onde αj , βj ∈ C . (1.3)

Além disso, dados a , b , c , d ∈ C , se define a transformação de Möbius

M
(

z
)

=
a z + b

c z + d
, tal que z 6= −

d

c
. (1.4)

Definição 1.2. Se diz que
{

Jk

∣

∣ k = 0 , 1 . . . k
max

}

é uma seqüência iterada de transformações aninhadas de

Joukowski se
J0(z) = α0 z + β0 + M(z) .

Jk(z) = Lk(z) +
γk

Jk−1(z)
, para k = 1 . . . k

max

(1.5)

Proposição 1.1. Dada uma transformação generalizada de Joukowski J
(

a , z
)

definida por a , existe uma de-

composição numa seqüência iterada de transformações aninhadas de Joukowski.

A prova é eminentemente construtiva: os parâmetros que determinam cada função afim Lk , e os coeficientes

da transformação inicial de Möbius são funções dos coeficientes ak que representam as inversões da ordem k.

Para fornecer uma noção de proximidade dos aerofólios, se define o seguinte conceito, ver Rote [4].
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Definição 1.3. Dadas duas curvas simples orientadas positivamente, γ1 : I =
[

l
I
, r

I

]

→ C e γ2 : K =
[

l
K

, r
K

]

→ C , e ‖ · ‖ denotando a norma euclidiana, se define δ
F

(

γ1 , γ2

)

como a distância Fréchet entre

tais curvas ao número

δ
F

(

γ1 , γ2

)

= inf
α:[0,1]→I
β:[0,1]→K

max
t∈[0,1]

‖ γ1

(

α(t)
)

− γ2

(

β(t)
)

‖ , (1.6)

onde α e β são reparametrizações cont́ınuas e não decrescentes com α(0) = l
I
, α(1) = r

I
, β(0) = l

K
, β(1) = r

K
.

Com isto se procura uma parametrização comum de γ1 e γ2 tal que a mı́nima distância em qualquer instante

t seja a menor posśıvel. A diferença de outras métricas tais como a distância de Hausdorff, a distância Fréchet

respeita a estrutura unidimensional das curvas e não as considera como se fossem apenas conjuntos de pontos.

Denotá-se com S1 =
{

e i t
∣

∣ 0 ≤ t ≤ 2π
}

a circunferência unitária centrada na origem do plano complexo;

Sr
z0

representa a circunferência com centro em z
0
∈ C e raio r > 0 .

2 Aerofólios gerados pela transformação generalizada de Joukowski

Nesta seção, a hipótese básica é que a origem do plano complexo está no interior de Sr
z
0
.

Definição 2.1. A imagem de Sr
z0

mediante a transformação generalizada de Joukowski J
(

a , z
)

se denomina um

aerofólio gerado por essa transformação conforme.

Isto quer dizer, que J
(

a , Sr
z
0

)

é um aerofólio assim definido. Em particular, J
(

[ 1 ] , Sr
z
0

)

é o aerofólico

clássico de Joukowski, cuja forma e curvatura depende da localização de z
0
. Com Γ se denota o conjunto de

aerofólios gerados desta forma:

Γ =
{

J
(

a , Sr
z
0

) ∣

∣ a ∈ C
n , z0 ∈ C e r > 0

}

(2.7)

Proposição 2.1. Seja J : Sr
z
0
× C

n → Γ definida da maneira usual. Então, J é cont́ınua com a topologia

induzida pela métrica de δ
F

.

Alguns resultados a seguir são conhecidos.

Lema 2.1. As transformações afins (1.3) transformam ćırculos em outros ćırculos transladados (pelo fator βj ) e

dilatados (ou contraidos, segundo seja o módulo do coeficiente αj ),

Lema 2.2. A transformação de Möbius (1.4), tal que a d − b c 6= 0 transforma retas e ćırculos em retas e/ou

ćırculos, ver Ávila [1].

A Proposição 1.1 serve para estabelecer uma seqüência da geração de aerofólios, praticamente uma decomposição

numa seqüência iterada de transformações conformes. Isto do ponto de vista computacional é destacável. A

Proposição 2.1 vai permitir analisar pequenas perturbações sobre um aerofólio dado, visando estudar a influência

de fatores aerodinâmicos de forma tal que se produzam adaptações que satisfaçam solicitações técnicas de vôo. Este

trabalho tenta não apenas estudar formas geométricas de novos tipos de aerofólios, mas também de estabelecer bases

para estudar a dinâmica de escoamentos laminares em torno de alguns aerofólios.
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novos métodos de elementos finitos enriquecidos e

estabilizados aplicados a equação de reação-difusão
h. j. fernando ∗ & f. valentin †

O problema eĺıptico de reação-difusão torna-se singularmente perturbado quando o parâmetro de difusão

torna-se pequeno se comparado com o de reação [1,4]. Nesses casos, o método clássico de Galerkin apresenta soluções

com oscilações espúrias. Dentre os diversos métodos propostos para contornar essa limitação, temos o método não-

usual [2], e o método enriquecido de Petrov-Galerkin (PGEM) [1,3]. Entretanto, pequenas instabilidades numéricas

ainda persistem. Com o objetivo de eliminar tais instabilidades, propomos neste trabalho dois novos métodos.

Consideremos Ω um domı́nio em IR2 com contorno poligonal ∂Ω. Seja u a solução do problema de reação-

difusão

Lu := −ε∆u+ σu = f em Ω, u = 0 sobre ∂Ω, (0.1)

onde por simplicidade ε e σ são constantes positivas, e f é uma função linear por partes.

A formulação fraca associada ao problema (0.1) consiste em encontrar u ∈ H1

0
(Ω) tal que

a(u, v)Ω = (f, v)Ω ∀v ∈ H1

0
(Ω), (0.2)

onde a forma bilinear a : H1

0
(Ω) ×H1

0
(Ω) → IR é dada por

a(u, v) = ε(∇u,∇v)Ω + σ(u, v)Ω, (0.3)

com (·, ·)D denotando o produto interno em L2(D).

Seja Th uma partição regular do dominio Ω em elementos K (triangulares ou quadrangulares) de contorno

∂K e diâmetro hK , tal que

Ω =
⋃

K∈Th

K,

e designamos por h = maxK∈Th
hK .

Denotamos por VL ⊂ H1

0
(Ω) o espaço das funções cont́ınuas lineares ou bilineares por partes. Os espaços

H1

0
(Th) e H1(Th) são compostos por funções definidas sobre Ω cujas restrições a cada elemento K pertencem a

H1

0
(K) e H1(K), respectivamente.

Seja wE = BK(vL) onde wE é solução da equação diferencial ordinária

L∂KwE := −ε∂sswE + σwE = wL sobre Z ∈ ∂K, e wE = 0 nos nós de Z, (0.4)

onde σ é uma constante positiva que depende σ e pode variar com as medidas de K e de Z, vide [1].

Em seguida, definimos zE = MK(zL) solução do problema local

LzE = zL em K ∈ Th, zE = B
(σ

σ
zL

)

sobre ∂K. (0.5)

Sejam os subespaços de enriquecimento UE e VE de H1(Th) definidos por

UE = {wE ∈ H1(Th) : wE |K = MKwL, ∀ wL ∈ VL}, (0.6)

e

VE = {wE ∈ H1(Th) : wE |
K

= MK(−LwL), ∀ wL ∈ VL}. (0.7)
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98



Nossa aproximação da solução exata no espaço enriquecido é definida pela solução do seguinte problema:

Encontrar uh = uL + uE ∈ VL ⊕ UE tal que

∑

K∈Th

a(uh, vh)K =
∑

K∈Th

(f, vh)K ∀ vh ∈ VL ⊕ VE ⊕H1

0
(Th). (0.8)

Da equação (0.8) temos imediatamente que a solução correspondente uh = uL + uE ∈ VL ⊕ UE satisfaz

∑

K∈Th

a(uh, vL + vE)K =
∑

K∈Th

(f, vL + vE)K ∀ vL + vE ∈ VL ⊕ VE , (0.9)

a(uh, v
K

b
)K = (f, vK

b
)K ∀ vK

b
∈ H1

0
(K). (0.10)

Integrando por partes a equação (0.10), temos que a parte enriquecida da solução uh, denotada por uE ∈ UE ,

é solução do problema

LuE = f − LuL em cada K ∈ Th, (0.11)

e satisfazemos a equação (0.9) univocamente impondo

uE = MK(f − LuL). (0.12)

Finalmente, o novo método de Galerkin enriquecido é dado por: Encontrar uL ∈ VL tal que

∑

K∈Th

a
(

ΠK(uL),ΠK(vL)
)

K
=

∑

K∈Th

[

(

f,ΠK(vL)
)

− a
(

MK(f),ΠK(vL)
)

]

∀ vL ∈ VL, (0.13)

onde ΠK(w) =
(

I −MKL
)

(w), com I representando o operador identidade.

Partindo de (0.13), obtemos um novo método estabilizado equivalente a (0.13), dado por: Encontrar a

função uL ∈ VL tal que

∑

K∈Th

[

µK

max
σ(uL, vL)K + ε(∇uL,∇vL)K

]

=
∑

K∈Th

µK

max
(f, vL)K ∀ vL ∈ VL, (0.14)

onde o paramêtro de estabilização µK

max
é o maior autovalor generalizado da matriz

(

ΠK(ψj),ΠK(ψi)
)

K
em relação

a matriz
(

ψj , ψi

)

K
. Aqui, ψl são as funções de base de VL.

Mostramos que os dois novos métodos apresentados são bem postos e convergem em relação a h com taxas

ótimas nas normas naturais.
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numerical approximation to a contact problem for a

thermoviscoelastic beam
m. i. m. copetti ∗

We consider a finite element approximation to the solution of the problem

θ̃t − θ̃xx = αuxxt, 0 < x < 1, t > 0,

σ̃x = 0, 0 < x < 1, t > 0,

where

σ̃(x, t) = −uxxx(x, t) − ζuxxxt(x, t) − αθ̃x(x, t),

with initial conditions

θ̃(x, 0) = θ̃0(x), u(x, 0) = u0(x), 0 < x < 1,

and boundary conditions

u(0, t) = ux(0, t) = 0, g1 ≤ u(1, t) ≤ g2, t > 0,

σ̃(1, t) = 0 if g1 < u(1, t) < g2, σ̃(1, t) ≥ 0 if u(1, t) = g1, σ̃(1, t) ≤ 0 if u(1, t) = g2, t > 0,

uxx(1, t) + ζuxxt(1, t) = 0, t > 0,

θ̃(0, t) = θA, θ̃(1, t) = 0, t > 0,

where θ̃(x, t), u(x, t) and σ̃(x, t) are the temperature, the vertical displacement and the stress of a homogeneous,
quasi-static, thermoviscoelastic beam, occupying in its reference configuration the interval I = [0, 1], that may be
in contact with two rigid stops at temperature zero. Here, α > 0 is the coefficient of thermal expansion, ζ > 0 is a
viscosity coefficient and g1 < 0 < g2 give the positions of the stops.

The beam is rigidly attached at the end x = 0 and at the free end x = 1 the displacement u(1, t) is limited by
the obstacles. If there is no contact with the stops, the stress is zero, otherwise is opposite to the displacement and
there is no other possibility. Also, there are no moments acting on the free end. We assume that the temperature
is prescribed at the boundary of I.

The existence and uniqueness of weak solutions to the dynamic contact problem of a elastic or viscoelastic
beam constrained between two stops was obtained by Kuttler and Shillor [4] and some numerical simulations using
finite difference methods were presented in [3] by Dumont. Arantes and Rivera [1] provided results on the decay of
solutions to a dynamic contact problem for a thermoelastic beam.

We define the spaces

H1

E(I) =
{

χ ∈ H1(I) | χ(1) = 0
}

, H2

E(I) =
{

χ ∈ H2(I) | χ(0) = χx(0) = 0
}

,

and assume that θ̃0 ∈ H1

E(I), u0 ∈ H2

E(I), θ̃0(0) = θA and g1 ≤ u0(1) ≤ g2.
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100



It is convenient to transform the problem into one with homogeneous boundary conditions for the temperature
by letting θ(x, t) = θ̃(x, t) + θA(x − 1). Our numerical approximation to the Signorini problem is based on the
penalized problem

θε
t − θε

xx = αuε
xxt, 0 < x < 1, t > 0,

σε
x = 0, 0 < x < 1, t > 0,

σε(x, t) = −uε
xxx(x, t) − ζuε

xxxt(x, t) − αθε
x(x, t) ≡ σ̃ε(x, t) − αθA,

θε(x, 0) = θ0(x) = θ(0, t), uε(x, 0) = u0(x), 0 < x < 1,

uε(0, t) = uε
x(0, t) = 0, t > 0,

σ̃ε(1, t) = −1
ε

([uε(1, t) − g2]+ − [g1 − uε(1, t)]+) , t > 0.

uε
xx(1, t) + ζuε

xxt(1, t) = 0, t > 0,

θε(0, t) = θε(1, t) = 0, t > 0,

where ε > 0 is a constant and the [v]+ = max{v, 0}.
For T > 0, N a given positive integer, we define the time step Δt = T/N and the nodes tn = nΔt, n = 0, 1, . . . , N.

We consider 0 = x0 < x1 < . . . < xs = 1 a uniform partition of I into subintervals Ij = (xj−1, xj), j = 1, . . . , s, of
lenght h = 1/s and introduce the finite element spaces

Sh
0

= {χ ∈ H1

0
(I) | χ ∈ C(I), χ|Ii is a linear polynomial},

Sh
E = {χ ∈ H2

E(I) | χ ∈ C1(I), χ|Ii is a cubic polynomial}.
The numerical approximation we propose is to find Θn ∈ Sh

0
, Un ∈ Sh

E , for n = 1, . . . , N, such that, ∀ W ∈ Sh
0

and ∀ V ∈ Sh
E ,

1
Δt

(Θn − Θn−1, W ) + (Θn
x , Wx) +

α

Δt
(Un

x − Un−1

x , Wx) = 0,

(Un
xx, Vxx) +

ζ

Δt
(Un

xx − Un−1

xx , Vxx) − α(Θn
x − θA, Vx) + βε(Un)V (1) = 0

where βε(η) = 1

ε ([η(1, t) − g2]+ − [g1 − η(1, t)]+) and Θ0 ∈ Sh
0
, U0 ∈ Sh

E are given approximations of θ0 and u0,

respectively.
The existence and uniqueness of the numerical solution is discussed, an error estimate is presented and some

numerical experiments described. We refer to Copetti [2] for the details.
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o método primal-dual para otimização não

linear-ambiente matlab
luis torres guardia ∗

Neste trabalho, apresentamos o problema de otimização não linear e separável, sujeito a restrições lineares,
usando o algoritmo de pontos interiores. O método de pontos interiores iniciado por Karmarkar [1] na área de
programação linear mostrou-se ser de grande sucesso e de impressionante desenvolvimento computacional, princi-
palmente para problemas de grande porte. Entre os métodos de pontos interiores, o método primal-dual foi que
atraiu maior atenção, por isso depois foi aplicado para problemas complexos como a programação não linear, o qual
é apresentado seguir:

minimizar f(x)

sujeito a: Ax = b

x ≥ 0

A função f: Rn −→ R é convexa separável e com segunda derivada continua, sendo A uma matriz, A ∈ Rmxn,
m < n e de posto completo, b ∈ Rn e x ∈ Rn é a variável de decisão.
Seja a função Lagrangeana associada com o problema não linear definida por:

L(w) = f(x) + (Ax− b)T y − ztx,

onde w = (x, y, z)t e y ∈ Rm e z ∈ Rn são os vetores multiplicadores de Lagrange.
As condições de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) de otimalidade do problema não linear são dadas por:

F(w) =

 ∇xL(x, y, z)
h(x)
XZe

 =

 0
0
0


x ≥ 0, z ≥ 0,

sendo:

∇xL(x, y, z) = ∇f(x) +AT y − z, X = diag(x1, x2, . . . , xn),

Z = diag(z1, z2, . . . , zn), e = (1, 1, . . . , 1)T ∈ Rn,

e ∇xL(x, y, z) é a gradiente de L(x, y, z) e ∇f(x) é a gradiente de f , e X e Z são matrizes diagonais com diagonal
(xi) e (zi).
Para resolver o problema não linear , aplica-se o método de Newton às condições perturbadas dadas por:

Fµ(w) =

 ∇xL(x, y, z)
Ax− b

XZe− µe

 =

 0
0
0


x > 0, z > 0,

onde µ > 0 é o parâmetro de barreira.
Para determinar um ponto KKT de barreira aproximado para um µ dado, µ > 0, usamos o ḿetodo de Newton.
Seja a direção de Newton ∆w = (∆x,∆y,∆z)T determinada pela solução do sistema de equações:

F ′µ(w)∆w = −Fµ(w)

∗Instituição: Universidade Federal Fluminense , UFF, RJ, Brasil, tepletg@vm.uff.br }
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onde ∇2f(x) At −I
A 0 0
Z 0 X


 ∆x

∆y
∆z

 = −

∇xL(x, y, z)
Ax− b

XZe− µe


Seja

ξc = ∇xL(w) = ∇f(x) +Aty − z, ξb = Ax− b, ξµ = XZe− µe.

A solução do sistema anterior, sendo H=∇2f(x), é dada por:

{A[H +X−1Z]−1AT }∆y = −A[H +X−1Z]−1(ξc +X−1ξµ) + ξb,

∆x = −[H +X−1Z]−1(At∆y + ξc +X−1ξµ),

∆z = −X−1(ξµ + Z∆x).

O sistema da primeira equação, denominado normal, pode ser resolvido usando alguma decomposição da matriz
[A(H + X−1Z)−1AT ] = AD−1AT , digamos por exemplo de Cholesky, tal que [AD−1AT ] = UTU sendo U uma
matriz triangular superior.
Seja ∆wk = (∆xk,∆yk,∆zk)T a solução do sistema anterior, então uma nova iteração é realizada da seguinte forma:

wk+1 = wk + αk∆wk

onde αk é o tamanho de passo determinado por um procedimento de busca de linha.
Como aplicação, consideremos o problema não linear de fluxo em rede. Para cada arco (i, j) ∈ A, uma função fij
convexa, continua e diferenciável é dada, tal que fij : R −→ R. Este problema não linear de fluxo em rede é dado
por:

minimizar f(x) =
∑

(i,j)∈A

fij(xij)

sujeito a :
∑

{j:(i,j)∈A}

xij −
∑

{j:(j,i)∈A}

xji = si

xij ≥ 0, (i, j) ∈ A

Redes de diversas dimensões foram analisadas baseadas na rede básica do trabalho de Nagurney [3], p. 476. Essa
rede consiste de 20 nós e 28 arcos, e é usada para determinar a solução do problema de equiĺıbrio de tráfego em rede
de transporte quando formulado como um problema de inequações variacionais. Essa rede depois foi estendida para
redes de gran porte. O método de pontos interiores foi implementado usando o ambiente MATLAB. O algoritmo
de Cholesky (chol) do comando MATLAB foi usado para obter a solução do sistema normal. usamos a estratégia
de Luksan et al. [2] de tal modo que o parâmetro de barreira µk consiga convergir a zero tão rápido como seja
posśıvel. A experiência computacional mostra a eficiência do método de pontos interiores primal-dual.
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UFPB - Universidade Federal da Paráıba & UFCG -Universidade Federal de Campina Grande

Edição N0 2 Novembro 2008

o problema de ambrosetti-prodi para um sistema

eĺıptico gradiente com crescimento cŕıtico unilateral.

B. Ribeiro ∗

Neste trabalho estudamos o sistema




−∆u = au + bv + (α/2∗)uα−1
+ vβ

+ + p up−1
+ vq

+ + h1(x) + te1(x) em Ω,

−∆v = bu + cv + (β/2∗)uα
+vβ−1

+ + q up
+vq−1

+ + h2(x) + se1(x) em Ω,

u = 0, v = 0 sobre ∂Ω,

(1)

Onde Ω ⊂ RN , é limitado e suave, N ≥ 3, α + β = 2∗, p + q < 2∗, w+ = max{w, 0} e h1, h2 ∈ Lr(Ω), r > N ,
a, b, c, t, s ∈ R e e1 denota uma primeira autofunção positiva de −∆.

• Este sistema tem como motivação problemas escalares que foram pioneiramente estudados por Ambrosetti-
Prodi em [2]. Lá, os autores estabelecem existência, não existência e multiplicidade de soluções para −∆u =
g(u) + f(x) em Ω, u = 0 sobre ∂Ω dependendo de f e da interação de g com o espectro de −∆. Depois, muitos
autores estenderam o resultado em variadas formas. Enfatizamos o caso g(u) = λu+u2∗−1

+ , λ < λ1 onde λ1 denota
o primeiro autovalor de −∆. Este caso cŕıtico unilateral foi considerado em [5] . Os autores provaram a existência
de duas soluções apenas quando N ≥ 7. Mais recentemente em [4], utilizando uma técnica introduzida em [7], o
mesmo resultado é obtido para N ≥ 6 e, acrescentando um termo subcŕıtico e superlinear positivo, pôde-se discutir
os casos N = 3, 4 and 5. O objetivo deste trabalho é estender para um sistema eĺıptico gradiente os resultados de
[4]. Referimo-nos também a [6] onde considera-se um sistema bastante similar estendendo [5].

• O nosso resultado consiste em encontrar uma solução negativa para o problema, fazer um pequeno “furo”
no suporte da mesma, trazer o problema para em torno desta nova função e encontrar uma solução para o sistema
modificado. Esta será obtida através do Teorema do Passo da Montanha estimando o ńıvel mini-max do funcional
associado abaixo dos ńıveis de não compacidade, determinados pelas conhecidas funções de Talenti. O intuito de
fazer um “buraco” na solução negativa do problema original é de trazer as funções de Talenti para dentro deste
a fim de separar o suporte das mesmas, fazendo assim as estimativas necessárias mais fáceis de serem obtidas até
para dimensões menores. No entanto, para as dimensões 3, 4 e 5, precisamos considerar uma hipótese adicional em
p e q com o objetivo de deixar o mini-max nos ńıveis desejados.

Segue então o teorema central deste trabalho.

Teorema 1. Denote A=

(
a b

b c

)
∈ M2×2(R) e suponha

(A1) det(λ1I −A) > 0
(A2) det(λiI −A) 6= 0 ∀i ∈ N
(A3) b, λ1 − a, λ1 − c > 0.

Então existe τ, θ < 0 tal que se t < τ e s < θ, (1) possui uma solução negativa. Além disso, denotando µ1, µ2 os
autovalores de A, suponha 0 < µ1 ≤ µ2 < λ1 e

(G1) Se N = 3, 4 ou 5, (p + q)/2∗ > 2/3(1 + 1/N).

então existe uma segunda solução para (1).

∗UNICAMP , IMECC, SP, Brasil, brunohcr@gmail.com
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Idéia da demonstração: A solução negativa deste problema é dada pela solução de −∆U = AU +H(x)+TE1(x)
onde H(x) = (h1(x), h2(x)) e TE1(x) = (te1(x), se1(x)), que é negativa se t < τ e s < θ, para alguns τ e θ negativos.
Fixemos então t e s.

Denotando Φts = (ϕts, ψts) tal solução, tomemos m ∈ N suficientemente grande para que exista xm ∈ Ω
suficientemente próximo de ∂Ω satisfazendo B4/m(xm) ∈ Ω. Considere então ηm ∈ C∞(RN ) de forma que: 0 ≤
ηm ≤ 1, e ηm(x) = 0 se x ∈ B1/m(xm) ou ηm(x) = 1 if x ∈ Ω\B2/m(xm). Agora, defina Φm

ts := ηmΦts e Fm =
(fm

1 , fm
2 ) satisfazendo −∆Φm

ts = AΦm
ts + Fm em Ω. Assim, temos o seguinte problema

{
−∆U = AU +∇F ∗

(
(U + Φm

ts)+
)

+∇G
(
x, (U + Φm

ts)+
)

+ F − Fm in Ω,

U = 0 on ∂Ω,
(2)

onde F ∗(x) = (1/2∗)uα(x)vβ(x), G(x) = up(x)vq(x) e F (x) = H(x) + TE1(x). Note que Φts − Φm
ts resolve este

problema e se U 6= Φts − Φm
ts é outra solução, então V = U + Φm

ts é uma segunda solução para (1).
A fim de encontrar tal U prova-se que o problema (2) possui a geometria do Passo da Montanha, onde a

função W escolhida na qual o funcional J associado satisfaz J(rW ) ≤ 0 para algum r é dada pela função de
Talenti na seguinte forma: tome ζm ∈ C∞0 (B1/m(xm), [0, 1]) uma função cut-off tal que ζm = 1 em B1/2m(xm) e
defina um

ε (x) = ζm(x)uε(x− xm). onde uε(x) = [
√

N(N − 2)ε/(ε2 + |x|2)t](N−2)/2. Dáı tome γ/κ :=
√

α/β e faça
W = (γum

ε , κum
ε ). Este procedimento permite separar os suportes de W e Φm

ts. Uma vez provada a limitação da
sequência PS (denotada por (Un)) do ńıvel mini-max c dado pelo Passo da Montanha, precisamos provar que o
limite fraco U de tal sequência é diferente de Φts − Φm

ts. Isto é feito mostrando que c < S̃N/2/N −K1ε
k1(N) onde

S̃ = inf
(u,v)∈H\{0}

‖(u, v)‖2
(∫

Ω
|u|α|v|β)2/2∗ .

Tomando K = limn→∞ ‖Un − U‖2, teremos J(U) + K/N = c. Supondo K > 0 (senão não haveria mais nada a ser
feito), podemos provar que K ≥ S̃N/2. Isto nos dá argumentos para supor por absurdo U = Φts − Φm

ts e, sabendo
que podemos tomar m suficientemente grande para que |J(Φts − Φm

ts)| ≤ K2ε
k2(N), chegar em uma contradição ao

ajustar k1 e k2, que dependerá de supor a condição adicional em p e q nas dimensões menores.
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o problema de riemann para um escoamento trifásico

num meio poroso
a. v. azevedo ∗ & a. j. de souza † & f. furtado ‡ & d. marchesin §

Neste trabalho apresentamos a solução de um problema de Riemann para um sistema 2×2 de leis de conservação

proveniente da modelagem matemática de um escoamento unidimensional horizontal de um fluido trifásico ao longo

de um cilindro constitúıdo de rocha porosa. Supomos que este meio poroso esteja embebido inicialmente apenas

da fase óleo, a qual deve ser deslocada ao longo do cilindro devido à injeção de água, ou de gás ou então de uma

mistura água/gás. Como hipóteses simplificadoras do modelo, assumimos a porosidade constante, que não haja

troca entre as fases e omitimos efeitos de compressibilidade e pressão capilar. As variáveis dependentes consideradas

são as saturações das fases, as quais são representadas no chamado triângulo de saturações, e como parâmetros são

considerados as razões entre as viscosidades destas fases. Consideraremos aqui um caso particular do modelo de

Corey, no qual a permeabilidade de cada fase depende quadraticamente apenas da saturação da própria fase.

O sistema de leis de conservação obtido através da lei de conservação de massa de cada fase e da lei de Darcy (veja

Azis&Settari [1]) tem a peculiaridade de possuir quatro pontos umb́ılicos isolados, onde as duas de suas velocidades

caracteŕısticas coincidem e a matriz jacobiana correspondente é múltipla da identidade. No caso, três destes pontos

correspondem aos vértices e o último é um ponto interior do triângulo de saturações. Veja por exemplo Isaacson et

al [3].

Em Isaacson et al [3] foi considerado o problema de Riemann para o caso das três fases possuirem viscosidades

iguais, o chamado caso totalmente simétrico, o qual naturalmente não é reaĺıstico, mas é mais simples de ser

resolvido. Em Souza [5] uma das três simetrias foi quebrada sendo considerado o caso da injeção de poĺımero na

fase água e por isto uma das viscosidades foi considerada superior às outras duas, que foram mantidas iguais. O

objetivo deste trabalho é descrever a solução do problema de Riemann para tal sistema de leis de conservação,

mas agora para uma relação entre as viscosidades das fases mais compat́ıveis com a realidade f́ısica. Dois grupos

principais de soluções são determinados de acordo com a proporção de água e gás presente na mistura injetada.

Um dos grupos corresponde ao caso em que a sequência de ondas que define a solução do problema de Riemann é

constitúıda por uma descontinuidade (onda de choque) através da qual a saturação do óleo decresce e é seguida de

uma mistura água/óleo, enquanto no outro grupo a sequência de ondas também inicia-se por uma descontinuidade,

mas é seguida de uma mistura gás/óleo. Uma solução corresponderá à um grupo ou ao outro dependendo se a

mistura injetada possuir mais água ou mais gás quando comparada a uma determinada mistura cŕıtica definida pela

razão entre as viscosidades da água e do gás. Em ambos os grupos a onda que segue a primeira descontinuidade é

uma onda composta, a qual consiste de uma segunda descontinuidade de velocidade inferior à primeira, adjacente

à uma rarefação. Já se a mistura injetada for a cŕıtica, então as velocidades dos dois choques coincidirão e o

perfil da solução cŕıtica correspondente passa ser semelhante ao perfil da clássica solução da equação escalar de

Buckley-Leverett [2] para um escoamento bifásico.

Como é sabido da literatura de engenharia de petróleo, veja por exemplo Marchesin&Plohr [4], a injeção alter-

nada de água e de gás propicia uma recuperação de óleo mais eficiente do que quando é injetado apenas água ou

apenas gás. Este trabalho explica matematicamente este fenômeno e determina com precisão a proporção de cada

fluido a ser injetado para se obter a recuperação ótima.

O trabalho é desenvolvido nas seguintes etapas. Inicialmente descrevemos o modelo matemático obtido através
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das leis de conservação de massa das fases e da lei de Darcy. Em seguida relembramos alguns conceitos básicos

sobre escoamentos bi e trifásicos inclusive a solução de Buckley-Leverett. Feito isto passamos a discutir a primeira

onda a deslocar o óleo, determinando explicitamente a relação de Rankine-Hugoniot para o estado inicial. No caso

mostramos que a curva de Hugoniot correspondente consiste de três segmentos de reta, duas delas coincidindo com

dois dos lados do triângulo de saturações e a terceira contendo o ponto umbilico. Isto simplifica a construção das

soluções do problema de Riemann uma vez que sobre estas retas o sistema reduz-se à equação de Buckley-Leverett

e com isto mostramos também que a primeira onda a se desenvolver, independendentemente da mistura injetada,

deve ser uma onda de choque. Determinada a primeira onda, passamos a variar as posśıveis misturas água/gás

a serem injetadas e determinamos aquela mistura cŕıtica que divide os dois grupos de soluções do problema de

Riemann. Dáı concluimos nosso trabalho mostrando que esta mistura cŕıtica é aquela que também determina a

recuperação maximal do óleo, exibindo e comparando vários históricos de produção.
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Obtendo o primeiro autovalor do p-laplaciano
r. j. biezuner, ∗ g. ercole † & e. m. martins ‡

Resumo

Introdução. Sejam Ω um domı́nio limitado de RN , N ≥ 2, e λp (Ω) o primeiro autovalor do operador p-Laplaciano
−∆pu := div

(
|∇u|p−2∇u

)
, p > 1, com condições de Dirichlet.

Algumas propriedades de λp (Ω) são bem conhecidas: existência, positividade, simplicidade e a caracterização

variacional como o valor que minimiza o quociente de Rayleigh
(
‖∇u‖p / ‖u‖p

)p

para u ∈ W 1,p
0 (Ω)− {0} .

Entretanto, se p 6= 2 e N ≥ 2 o valor de λp (Ω) não é explicitamente conhecido, em geral. Nem mesmo para
domı́nios Ω simples como uma bola ou um quadrado e os poucos métodos desenvolvidos para obtenção de λp (Ω)
nesses domı́nios são essencialmente numéricos.

Para p = 2, caso em que o operador ∆p se reduz ao Laplaciano ∆, o valor de λp (Ω) é bem conhecido para
domı́nios de geometria simples e pode ser determinado por métodos diversos em domı́nios mais gerais.

Para p > 1 e N = 1 o valor de λp (Ω) também é conhecido: se Ω = (a, b), então λp (Ω) = (p− 1)
(

πp

b−a

)p

em que

πp := 2
∫ 1

0
ds

p
√

1−sp = 2 π/p
sen(π/p) .

Na falta do valor exato - ou mesmo aproximado - de λp (Ω) , cotas inferiores para este autovalor acabam
assumindo um papel importante para a sua localização, sendo, portanto, de especial interesse na literatura (cotas
superiores são facilmente encontradas a partir da caracterização variacional de λp (Ω)).

Uma das cotas inferiores para λp (Ω) mais importantes (veja [4]) é exatamente λp (B) em que B é uma bola que
tem o mesmo volume que Ω.

Neste trabalho propomos um método para obtenção de λp (Ω) e provamos que este método funciona para o caso
em que em Ω = B, isto é, uma bola em RN (escolhemos, sem perda de generalidade, a bola unitária B1).

Esse resultado espećıfico é, portanto, relevante e, certamente, contribuirá para as linhas de pesquisa voltadas
para problemas em que a geometria esférica é importante, ou para as que necessitam de estimativas para λp (Ω) .

Entretanto, os principais resultados (veja abaixo) que sustentam o método são válidos para domı́nios mais
gerais e apontam para a conjectura de que o próprio método funciona para alguma classe importante de domı́nios.
Com essa expectativa, implementamos numericamente o método no caso em que Ω = [0, 1]× [0, 1] é um quadrado
bidimensional e obtivemos resultados bastante satisfatórios.
Principais Resultados. Seja {φn} ⊂ W 1,p

0 (Ω) ∩ C1,α (Ω) a sequência definida por: φ0 ≡ 1 e
{
−∆pφn+1 = φp−1

n ; x ∈ Ω
φn = 0 ; x ∈ ∂Ω.

n = 1, 2, 3, .... (0.1)

A partir desta sequência definimos as seguintes sequências numéricas

γn := inf
Ω

(
φn

φn+1

)p−1

, νn :=

( ‖φn‖Lp(Ω)

‖φn+1‖Lp(Ω)

)p−1

e Γn := sup
Ω

(
φn

φn+1

)p−1

.

Aplicando o prinćıpio da comparação e a identidade de Picone (veja [1]), provamos que {γn} é bem definida e
que 0 < γ1 ≤ γn ≤ γn+1 ≤ λp (Ω) para n = 1, 2, 3, ..., o que nos garante a existência de lim γn := γ ≥ γ1 > 0.

Com argumentos similares provamos que se Γn0 < ∞ para algum n0 ∈ N, então Γn é bem definida para todo
n ≥ n0, {Γn}n≥n0

é uma sequência decrescente e λp (Ω) ≤ νn ≤ Γn para todo n ≥ n0.
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Estes fatos, como observamos na introdução, nos levam a conjecturar que para alguma classe importante de
domı́nios limitados Ω vale lim γn = λp (Ω) = lim νn = lim Γn e, na direção de verificar a primeira igualdade,

provamos a seguinte proposição em que {un} ⊂ W 1,p
0 (Ω) ∩ C1,α (Ω) é dada por un :=

φn

an
em que {an} é uma

sequência numérica especialmente definida a partir de
{

φn

φn+1

}
.

Proposição 0.1. {un} é decrescente e converge (uniformemente e) em W 1,p
0 (Ω) para uma função não negativa

u ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ C1,α (Ω) satisfazendo −∆pu = γup em Ω.

Este resultado só não é a verificação de parte de nossa conjectura porque não podemos concluir que u > 0 em Ω.

Sua prova segue da compacidade do operador (−∆p)
−1 : C (Ω) → C (Ω) ∩ C1,α (Ω) ∩W 1,p

0 (Ω) e das propriedades
de an.

Um resultado análogo pode ser obtido tomando-se uma sequência numérica espećıfica {bn} . Porém, esbarramos
na limitação da sequência

{
φn

bn

}
para responder positivamente ao restante da questão colocada acima.

Entretanto, para a bola unitária B1 ⊂ RN , com aux́ılio da estrutura radial do problema de autovalor, con-

seguimos demonstrar que inf
Ω

φn

φn+1
=

‖φn‖∞
‖φn+1‖∞

e que Γ1 < ∞. Assim, para B1 e, portanto, para qualquer bola,

respondemos positivamente à questão que colocamos acima, conforme mostra o seguinte teorema.

Teorema 0.1. A sequência
{

φn

‖φn‖∞

}
converge (uniformemente e) em W 1,p

0 (Ω) para uma autofunção positiva

u ∈ W 1,p
0 (B1)∩C1,α (B1) tal que ‖u‖∞ = 1. Além disso, lim γn = λp (B1) = lim νn = lim Γn e lim φn

φn+1
≡ λp (B1) ,

sendo a convergência uniforme em cada bola B1−ε ⊂ B1,

Nota: Para p = 2 e para domı́nios limitados Ω bem gerais, este teorema admite uma demonstração inteiramente
baseada no fato de que L2 (Ω) possui uma base formada de autofunções do Laplaciano. Tal demonstração (veja [2])
ainda indica uma maneira de se encontrar outros autovalores.

Em [2], além de demonstrarmos o teorema acima e os resultados que o precedem, apresentamos também os
resultados numéricos da implementação de nosso método para o quadrado bidimensional [0, 1] × [0, 1]. Para esta
implementação discretizamos o funcional correspondente a cada iteração (0.1) e utilizamos um método desenvolvido
em [3] para encontrar o mı́mimo deste funcional. Pudemos observar (numericamente) que as sequências {γn} , {νn} e
{Γn} convergiram para um mesmo valor λ, sendo mais rápida a convergência de {νn} . De posse deste valor, testamos,
também numericamente, a convergência de aproximações adequadas de autofunções. Os resultados numéricos que
obtivemos são mais precisos que os apresentados em [5].
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on a class of quasilinear elliptic equations of the

Henon-type
p. c. carrião ∗ d.g. de figueiredo †‡ & o.h.miyagaki §¶

Consider the following class of singular quasilinear elliptic problems of the Henon-type

(P )

{
−div

[
|x|−ap|∇u|p−2∇u

]
= |x|β |u|q−2u in B

u > 0 in B, u = 0 on ∂B,

where B = {x ∈ RN : |x| < 1} (N > 3) is a unit open ball centered at the origin, −∞ < a < (N − p)/p, β > 0 and
2 ≤ p < q < Np+pβ

N−p(a+1) .

In the present paper we will prove some existence and multiplicity results of non radial solutions of (P ), for
some q ∈ (p, q∗(N)), where

q∗(N) =

{
(N+2)p
N−2p+2 if N is even
([N/2]+2)p
[N/2]−p+2 if N is odd,

and notice that q∗(N) ≥ (N−p)p+p
N−2p+1 .

Theorem 0.1. Suppose q ∈ (p, (N−p)p+p
N−2p+1 ), N ≥ max [2p, p(a+ 1)] and p ≥ 2, then for all large β, problem (P ) has

at least [N/2]− 1 different non radial solutions.

Theorem 0.2. Suppose q ∈ (p, q∗(N)), N ≥ max [2p, p(a+ 1)] and p ≥ 2, then for all large β, problem (P ) has at
least a non radial solution.

Remark 0.1. The results above are contained in [4]. We recall that this kind of operator was introduced in [2],
and problem (P ), in the regular case, is related to the Henon problem [5]. Still, in the regular case, this problem
was studied by several researchers, see e.g. [1, 3, 6, 7] and [8].

The sketch of the proof is as follows. First of all, let us define the Banach spaces D1,p
a (B) as the completion of

the space C∞0 (B) with respect to the norm given by ||u||p =
∫
B
|x|−ap|∇u|pdx, and subspaces of D1,p

a (B)

D1,p
a,l (B) := {u ∈ D1,p

a (B) : u(y, z) = u(|y|, |z|), (y, z) = x ∈ Rl × RN−l},

and D1,p
a,l,rad(B), which is the subspace of radial functions in D1,p

a,l (B), where 2 ≤ p ≤ N − l ≤ l, N ≥ max{2p, p(a+
1)}.

The main idea in the proofs of Theorems is to study the minimization problems

cβ := inf
u∈D1,p

a,l,rad(B)\{0}

∫
B
|x|−ap|∇u|pdx

(
∫
B
|x|β |u|qdx)p/q

(0.1)

and
∗Universidade Federal Minas Gerais, Belo Horizonte, MG, Brasil, carrion@mat.ufmg.br
†IMECC-UNICAMP,Campinas, SP, Brasil, djairo@ime.unicamp.br
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§Universidade Federal de Viçosa,Viçosa, MG, Brasil, olimpio@ufv.br, ohmiyagaki@gmail.com
¶Supported in part by CNPq-Brazil and Fapemig CEX APQ 0609-5.01/07.
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mβ,l = inf
u∈D1,p

a,l (B)−{0}

∫
B
|x|−ap|∇u|pdx

(
∫
B
|x|β |u|qdx)p/q

(0.2)

and find out conditions on the parameters p, a, β, q, which will imply that these infimums are actually achieved.
Then the minimums obtained are, after a rescaling, a solution of (P ).

In order to determine that the minimizers in (0.2) are not radial we need the following result:

mβ,l < cβ , for β sufficiently large.

...

...
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On a class of nonvariational elliptic systems with

nonhomogenous boundary conditions
J. M. do O ∗ & Sebastián Lorca † & Pedro Ubilla ‡

Abstract

Using a fixed–point theorem of cone expansion/compression type, we show the existence of at least three

positive radial solutions for a class of quasi–linear elliptic systems.

This work is devoted to the study of a class of systems involving quasi–linear elliptic equations subject to
non–homogeneous Dirichlet boundary conditions in a ball of RN , with N ≥ 3 . More precisely, using a fixed–
point theorem of cone expansion/compression type, we establish both existence and multiplicity of positive radial
solutions for the class of quasi–linear elliptic systems

−∆pu = λk1(|x|)f(u, v) in Ω,

−∆qv = λk2(|x|)g(u, v) in Ω,

(u, v) = (a, b) on ∂Ω .

(0.1)

Here λ is a positive parameter, a and b are non–negative constants, Ω is the ball of RN , with N ≥ 3, of radius
R0 centered at origin, and ∆mu = div(|∇u|m−2∇u) is the m−Laplacian operator where 1 < m ≤ 2 (< N) . The
main difficulties in dealing with these systems lie in the facts that the systems might be non–variational, and that
they contain those quasi–linear operators for which p 6= q might occur. We overcome these difficulties combining
appropriate changes of variables with fixed–point techniques of Krasnosel’skii.

The study of System (0.1) was motivated in part by several recent works on elliptic problems involving radial
symmetry. For results about a class of second–order elliptic problems of the form −∆u = λ k(|x|)f(u) in Ω with
non–homogeneous boundary condition u = a on ∂Ω , where Ω is the ball of radius R0 , see [5]. For elliptic problems
involving p−Laplacian equations, see [4] and [1] and the references therein. Observe that in [4], the equation
−∆pu = f(x, u) in Ω, with u ∈ W 1,p

0 (Ω) , where Ω is a bounded domain in RN is studied using the Leray–
Schauder continuation principle, the direct method of calculus of variations, and the Mountain Pass Theorem. We
mention here the article [6], where the main focus is on systems involving the p−Laplacian in an exterior domain.
In [1], systems involving the p−Laplacian operator and sublinear, non–linear terms at infinity are studied. For a
survey on elliptic systems, see [2].

It is well known that problems involving the p−Laplacian operator appear in many contexts. Some of these
problems come from different areas of applied mathematics and physics. For example, they may be found in
the study of non–Newtonian fluids, non–linear elasticity, and reaction–diffusions. For discussions about problems
modeled by these boundary value problems, see for example [3].

We will assume the following five hypotheses:

(K0) The functions k1, k2 : [0, R0] → [0,+∞) are continuous, and are not identically zero in any subinterval of
[0, R0].

(H0) The nonlinearities f, g ∈ C([0,+∞)2, [0,+∞)) are increasing, satisfying

f(s, t), g(s, t) > 0 , if s + t > 0 .
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(H1) The non–linear terms f(s, t) and g(s, t) are, respectively, “p−superlinear” and “q−superlinear” at the origin,
or in other words

lim
|(u,v)|→0

f(u, v)
|(u, v)|p−1

= 0 and lim
|(u,v)|→0

g(u, v)
|(u, v)|q−1

= 0 .

(H2) The non–linear terms f(s, t) and g(s, t) are, respectively, “p−sublinear” and “q−sublinear” at infinity, or in
other words

lim
|(u,v)|→+∞

f(u, v)
|(u, v)|p−1

= 0 and lim
|(u,v)|→+∞

g(u, v)
|(u, v)|q−1

= 0 .

Here we use the notation |(u, v)| = |u|+ |v|.

(H3)a,b Given a, b > 0 , we suppose that there exist τ̄ , θ̄, M > 0 such that, for all τ > τ̄ , we have

f(ατ + a, βτ + b)
f(α + a, β + b)

≤ M ϕp(τ) , for all α, β ≥ θ̄ (0.2)

and
g(ατ + a, βτ + b)
g(α + a, β + b)

≤ M ϕq(τ) , for all α, β ≥ θ̄ (0.3)

where, for m = p or m = q , the function ϕm is continuous, satisfying the condition∫ +∞

1

τ
N(1−m)

N−m ϕm(τ) dτ < +∞ .

Our three main results are the following.

Theorem 0.1. Suppose that hypotheses (K0), (H0), (H2) and (H3)a,b hold, with a > 0 or b > 0. Then System
(0.1) has at least one positive solution.

Theorem 0.2. Suppose that hypotheses (K0), (H0), and (H1) through (H3)a,b hold, with a > 0 or b > 0. Then
there exists δ̃ > 0 such that, for all 0 < a + b ≤ δ̃ , there exists a λ̄ > 0 with the following property: For every
λ > λ̄ , System (0.1) has at least three positive solutions.

Theorem 0.3. Suppose that hypotheses (K0), (H0), and (H1) through (H3)a,b hold, with a = b = 0. Then there
exists a λ̄ > 0 such that, for all λ > λ̄ , System (0.1) has at least two positive solutions.
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on a damped Kirchhoff-Carrier equation in Banach

space
R.R.Carvalho ∗ & M.Milla Miranda †

In this work we study the existence and uniqueness of solutions of the following: initial value problem∣∣∣∣∣ u′′(t) +M(‖u (t)‖βW )Au (t) + (1 + α(t) ‖u (t)‖2β)Au′ (t) = 0 , t > 0
u(0) = u0, u′(0) = u1,

where A is the unbounded self-adjoint operator defined by the triplet {V,H, ((, ))} with V and H be two Hilbert
space with scalar product and norm represented, respectively, by ((, )), ‖.‖ and (, ), |.| . Here W is a Banach space,
M , α real functions and β a real number.

Assume that
The injection V ⊂ H is continuous, dense and compact (0.1)

and
V is continuously embedding in W and that W ′ is strictly convex (W ′ dual of W ). (0.2)

Consider the functions M (ξ) and α (t) satisfying

M (ξ) = m0 +m1ξ , m0 > 0 , m1 ≥ 0 (0.3)

and

α measurable defined on ]0,∞[ with α (t) > 0 a.e. t ∈]0,∞[ , α ∈ L∞loc(0,∞) and
1
α
∈ L1 (0,∞) . (0.4)

With the above considerations, we have the following result:

Theorem 0.1. Assume hypotheses (0.1) − (0.4) . Consider β a real number with β > 1 and u0 ∈ D (A) ,
u1 ∈ D(A

1
2 ). Then, there exist a unique function u in the class∣∣∣∣∣ u ∈ L∞(0,∞;V ) ∩ L∞loc(0,∞;D(A))

u′ ∈ L∞(0,∞;H) ∩ L2(0,∞;V ) ∩ L∞loc(0,∞;V ) ∩ L2
loc(0,∞;D(A))

such that u is solution of the problem∣∣∣∣∣ u′′ +M(‖u‖βW )Au+ (1 + α ‖u‖2β)Au′ = 0 in L2
loc(0,∞;H)

u(0) = u0 , u′(0) = u1.
(0.5)

Furthermore,

E (t) ≤ C , t ≥ 0,

where C > 0 is a constant independent of t and

E (t) = |u′ (t)|2 +M(‖u (t)‖βW )
∣∣∣A 1

2u′ (t)
∣∣∣2 , t ≥ 0,

is the energy of the solution of (0.5) .

In the proof of the existence of solutions we use the Galerkin approximations, a characterization of the derivative
of the nonlinear term M(‖u (t)‖βW ) and the Arzela-Áscoli Theorem. The uniqueness follows by the energy method.
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on a mixed problem for the semilinear wave equation

with nonlinear boundary condition
M.Milla Miranda ∗

This paper is concerned with the study of the existence of solutions of the following mixed problem:
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u′′ −∆u + f(x, u) = 0 in Ω×]0,∞[,

u = 0 on Γ0×]0,∞[,

∂u

∂ν
+ δ|u′|σu′ = 0 on Γ1×]0,∞[,

u(0) = u0 , u′(0) = u1 in Ω.

where Ω is an open bounded set of Rn whose smooth boundary Γ is constituted by two disjoint closed sets Γ0 and
Γ1 both with positive Lebesgue’s measure, f(x, s) is a measurable real function defined on Ω×R, ν is the outward
unit normal in Γ1, δ a real function defined on Γ1 and σ ≥ 0 a real number.

In order to state our main result we introduce some spaces. We denote by Wm,p
Γ1

(Ω) the Banach space

Wm,p
Γ1

(Ω) = {u ∈ Wm,p(Ω); u = 0 on Γ1}

equipped with its usual norm of Sobolev space. In particular, W 1,2
Γ1

will be represented by V . Also H3/2
Γ1

(Ω)
represents the Hilbert space H3/2

Γ1
(Ω) = H3/2(Ω) ∩ V where H3/2(Ω) = {u ∈ H3/2(Ω);∆u ∈ L2(Ω)} and X the

Banach space

X = {u ∈ V ; ∆u ∈ L2(Ω) ,
∂u

∂ν
∈ L

σ+2
σ+1 (Γ1) }

with the norm
||u||X = ||u||V + |∆u|+ ||∂u

∂ν
||

L
σ+2
σ+1 (Γ1)

Use the notation DΓ1(Ω) = {ϕ ∈ D(Ω); ϕ = 0 on Γ1 }. We note that DΓ1(Ω) is dense in H3/2
Γ1

(Ω) and in V .
We make the following hypotheses:
f(x, s) is continuous on R , f(x, 0) = 0 , f(x, s) is non decreasing on R a.e. x ∈ Ω and
[f(x, s)− f(x, r)](s− r) ≤ f0 (s− r)2 , ∀s, r ∈ R , a.e. x ∈ Ω (f0 positive constant)
δ ∈ W 1,∞(Γ1) , δ(x) ≥ δ0 > 0 , ∀x ∈ Γ1 (δ0 constant)
0 ≤ σ ≤ 2

n−2 if n ≥ 3 and σ ≥ 0 if n = 1, 2

Theorem 0.1. Assume the above hypotheses. Consider

u0 ∈ H3/2
Γ1

(Ω) and u1 ∈ V ∩ L2nσ+2(Γ1)

such that
∂u0

∂ν
+ δ|u1|σu1 = 0 on Γ1

Then there exists a unique function u in the class

u ∈ L∞(0,∞; V ) ∩ L
σ+2
σ+1
loc (0,∞; X) , u′ ∈ L∞(0,∞;V ) , u′′ ∈ L∞loc(0,∞; L2(Ω)

∗ IM-UFRJ, RJ, Brasil, e-mail: milla@im.ufrj.br
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such that

u′′ − ∆u + f(x, u) = 0 in L2
loc(0,∞;L2(Ω)),

∂u

∂ν
+ δ|u′|σu′ = 0 in L

σ+2
σ+1
loc (0,∞; Γ1),

u(0) = u0 , u′(0) = u1.

In the proof of the theorem, we use the Galerkin method with a special basis, appropriate Strauss approximations
of real functions, trace theorems and the method of monotone operators.

The decay of solutions will be published later.
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[5] lions, j.l.-Problèmes aux Limites dans les Équations aux Derivées Partielles, Les Presses de l’ Universit de
Montreal, Montreal, 1965.
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on a variational inequality for the equation of motion

of oldroyd fluid with variable viscosity
G. M. de Araújo ∗

It is well know that, the motion of an incompressible fluid is described by the system of Cauchy equations
∂u

∂t
+ ui

∂u

∂xi
+∇p = div σ + f, div u = 0, (0.1)

where u = (u1, ..., un) is the velocity, p is the pressure in the fluid, f is the density of external forces and σ is
the deviator of the stress tensor. The Hooke’s Law establishes a relationship between the stress tensor σ and the

deformation tensor Dij(u) =
1
2

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)
and their derivatives. For example, for an incompressible Stokes

fluid the relationship has the form σ = αD + βD2 where α and β are scalar functions. If α ≡ constant ≡ 2ν > 0
and β ≡ 0 we have the Newton’s Law σ = 2νD, which substituting in (0.1) we obtain the equations of motion of
Newtonian fluid, which is called the Navier-Stokes equations:

u′ − ν∆u + (u.∇)u +∇p = f, div u = 0.

The model studied in this work, was proposed by Oldroyd [3], [4]. Oldroyd proposed a model of a viscous incom-
pressible fluid whose defining equations has the form(

1 + λ
∂

∂t

)
σ = 2ν

(
1 + kν−1 ∂

∂t

)
D, (0.2)

where λ, ν, k are positive constants with ν− k

λ
> 0. Assuming that σ(x, 0) = D(x, 0) = 0, we write the relationship

(0.2) in the form of integral equation

σ(x, t) = 2kλ−1D(x, t) + 2λ−1(ν − kλ−1)
∫ t

0

e−
(t−ξ)

λ D(x, ξ)dξ . (0.3)

Thus, the equation for the motion of Oldroyd fluid can be written by the system of integro-differential equations
∂u

∂t
+ (u.∇) u− µ∆u−

∫ t

0

β(t− ξ)∆u(x, ξ)dξ +∇p = f, x ∈ Ω, t > 0 (0.4)

and the incompressible condition div u = 0, x ∈ Ω, t > 0, with initial and boundary conditions u(x, 0) = u0, x ∈
Ω, and u(x, t) = 0 x ∈ Γ, t ≥ 0. Here, µ = kλ−1 > 0 and β(t) = γe−δt, where γ = λ−1

(
ν − kλ−1

)
with δ = λ−1.

In Brézis [1] we find investigation for a unilateral problem for the case of the Navier-Stokes equations. In De Araújo
and De Menezes [2] we find investigation for a unilateral problem for the case of the Navier-Stokes with viscosity
of the type ν = ν0 + ν1‖u(t)‖2, ν0 > 0 and ν1 > 0 are positives constants.

In the present work we consider a unilateral problem similar to De Araújo and De Menezes [2], adding a memory

term, that is −
∫ t

0

g(t − σ)∆u(σ)dσ. More precisely, in this paper we study a unilateral problem or a variational

inequality, for the operator L =
∂u

∂t
+(u.∇) u− (µ0 +µ1‖u‖2)∆u−

∫ t

0

β(t− ξ)∆u(x, ξ)dξ +∇p− f under standard

hypothesis on f and u0. Making use of the penalty method and Faedo- Galerkin’s approximations, we establish
existence and uniqueness of weak solutions. When ν is a constant, we find investigation in G. M. De Araújo, S. B.
De Menezes and A. O. Marinho to appear.We propose the variational inequality

u′ − (µ0 + µ1‖u‖2)∆u + (u.∇) u−
∫ t

0

g(t− σ)∆u(σ)dσ +∇p ≥ f in QT

div u = 0 in QT , u = 0 on ΣT , u(x, 0) = u0(x) in Ω,

∗Instituição UFPA , FM, Belém-Pará, Brasil, gera@fpa.br
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where g : [0,∞) → [0,∞) is a function of W 1,1(0,∞) satisfying the following hypothesis

(H1)
µ

2
− 2

∫ ∞

0

g(s) ds > 0, (H2) − C1g ≤ g′ ≤ −C2g, where C1 and C2 are positive constants and (H3) g(0) > 0.

We define the following spaces V = {ϕ ∈ D(Ω)n; div ϕ = 0}, V = V (Ω) with inner product and norm denoted

respectively by ((u, z)) =
n∑

i,j=1

∫
Ω

∂ui

∂xj
(x)

∂zi

∂xj
(x) dx, ‖u‖2 =

n∑
i,j=1

∫
Ω

(
∂ui

∂xj
(x)

)2

dx, H = H(Ω) with inner

product and norm defined, respectively, by (u, v) =
n∑

i=1

∫
Ω

ui(x)vi(x) dx, |u|2 =
n∑

i=1

∫
Ω

|ui(x)|2 dx and V2 with

inner product and norm denoted, respectively by ((u, z))V2 =
n∑

i=1

(ui, vi)H2(Ω), ‖u‖2V2
= ((u, u))V2 ,

Let K be a closed and convex subset of V ∩ V2 with 0 ∈ K. We write V = L4(0, T ;V ), V′ = L4/3(0, T ;V ′),

H = L2(0, T ;H), K = {v|v ∈ V, v(t) ∈ K a.e. , v(0) = 0} , D

(
d

dt
; V′

)
=

{
v|v ∈ L4(0, T ;V ), v′ ∈ L4/3(0, T ;V ′)

}
.

Remark 0.1. V is a reflexive Banach space, H is a Hilbert space and K is a closed and convex subset of V.

We consider the ”Compatibility Hypothesis” (see Lions [5], p. 269): ∀v ∈ K there exists a mollifiers vj verify

i) vj ∈ K ∩D

(
d

dt
; V′

)
, ii) vj −→ v in V, j −→∞, iii) lim sup

j→∞

(
dvj

dt
, vj − v

)
≤ 0.(H4)

We also suppose that a(v, v) + b(v, ϕ, v) +
∫ t

0

g(t− σ)((v, v))dσ ≥ 0 ∀ ϕ ∈ K, ∀ v ∈ V.(H5)

Next we shall state the main results of this work.
Theorem 0.1. If n ≤ 4, f ∈ L2(0, T ;V ′) and hypotheses (H1), (H3), (H4) holds, then there exists a function u

such that u ∈ L4(0, T ;V ) ∩ L∞(0, T ;H), u(t) ∈ K a.e.∫ T

0

[
〈ϕ′, ϕ− u〉+ν0a(u, ϕ−u)+ν1〈Au, ϕ− u〉+b(u, u, ϕ−u)−

(∫ t

0

g(t− σ)∆u(σ)dσ, ϕ− u

)]
dt ≥

∫ T

0

〈f, ϕ− u〉 dt,

∀ϕ ∈ L2(0, T ;V ), ϕ′ ∈ L2(0, T ;V ′), ϕ(0) = 0, ϕ(t) ∈ K a.e., u(0) = u0

We denote by A the monotonous and hemicontinous operator A : V −→ V ′ , 〈Au, v〉 = ‖u‖2a(u, v).
Theorem 0.2. Under the assumptions (H5), n = 2, 3, suppose that f, f ′ ∈ L2(0, T ;V ′), u0 ∈ K. Suppose also that

(f(0), v)− µa(u0, v)− ν1‖u0‖2a(u0, v)− b(u0, u0, v) = (u1, v) for all v ∈ V and for some u1 ∈ V.

Then there exists a unique function u such that u ∈ L2(0, T ;V ∩ V2) , u′ ∈ L2(0, T ;V ) ∩ L∞(0, T ;H),

(u′(t), v − u(t)) + µ0a(u(t), v − u(t)) + µ1〈Au(t), v − u(t)〉+ b(u(t), u(t), v − u(t)) +
∫ t

0

g(t− σ)((u(σ), v − u(t)))dσ

≥ (f(t), v − u(t)) ∀ v ∈ K, a.e. in t, u(0) = u0, u(t) ∈ K, ∀t ∈ [0, T ].

Making use of the penalty method, Faedo-Galerkin’s approximation and basic result of the theory of monotone
operators, we establish our result on existence of weak solutions.
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On dominated polynomials between Banach spaces
G. Botelho ∗ D. Pellegrino † P. Rueda ‡

In this paper we prove that when r ≥ 1, dim X = ∞ and m is so that m > r, if m ≥ 4 is even or m > r + 1, if
m ≥ 5 is odd, then

Pas( r
m ;r)(mX) 6= P(mX).

This result proves a conjecture from [1]. We also prove an abstract Pietsch Domination Theorem which generalizes,
in particular, the well-known PDT for dominated multilinear mappings. Our notation and terminology follows [3].

Theorem 0.1. Let m be an even positive integer and X be an infinite-dimensional Banach space over the real
scalar field. If q < 1 and Pas(q;r)(mX) = P(mX), then idX is ( mq

1−q , r)-summing.

Sketch of the proof. The Open Mapping Theorem gives us a K > 0 so that ‖Q‖as(q;r) ≤ K‖Q‖ for all continuous
m-homogeneous polynomials Q : X → K.

Let m ∈ N, x1, ..., xm ∈ X and x∗j ∈ BX∗ be so that x∗j (xj) = ‖xj‖ for every j = 1, ..., m.

Let n be a fixed natural number and (µi)n
i=1 be such that

n∑
j=1

| µj |s= 1, where s = 1
q . Define P : X → Y by

Px =
n∑

j=1

|µj |
1
q x∗j (x)m.

Note that Px ≥ 0 for every x ∈ X. The proof follows the same lines of [3]. ¤
The proof of the lemma is not very difficult but a little bit long and we omit it (this lemma seem to be part of

the folklore of the theory.

Lemma 0.1. If Pas( r
n ;r)(nX) = P(nX) then Pas( r

m ;r)(mX) = P(mX) for every m ≤ n.

The following theorem works for spaces over R or C:

Theorem 0.2. Let 1 ≤ r and X be an infinite-dimensional Banach space. If m is so that m > r if m ≥ 4 is even
or m > r + 1 if m ≥ 5 is odd, then

Pas( r
m ;r)(mX) 6= P(mX).

Sketch of the proof. We may assume that X is a Banach space over the real scalar field. The case of Banach
spaces over the complex scalar field is a consequence. In fact, it can be proved (using complexification) that
P : X → Y is an absolutely (p1, p2)-summing polynomial if and only if its complexification P̃ : X̃ → Ỹ is absolutely
(p1, p2)-summing. So, if P : X → Y is not absolutely (p1, p2)-summing, the same occurs to its complexification.

Case m ≥ 4 (m even) and r < m :
Note that

1
r
− 1

m r
m

1− r
m

=
1
r
− 1− r

m

r
=

1
m

<
1
2
.

If we had Pas( r
m ;r)(mX) = P(mX), the previous theorem would imply that idX is ( m r

m

1− r
m

, r)-summing and it is
impossible by invoking the Dvoretzky-Rogers Theorem. The case m ≥ 5 (m odd) is a consequence of the previous
lemma and the previous case (m even). ¤
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Definition 0.1. [2, Definition 2.1] Let α > 0. A mapping f : E → F is called α-subhomogeneous if ‖f(λx)‖ ≥
λα‖f(x)‖ for all x ∈ E and 0 < λ < 1.

Let β > 0 and K be a compact set (any compact set). Consider the map R : K×E → [0,∞) so that R(ϕ, 0) = 0,
and suppose that

Rx : K → [0,∞) : Rx(ϕ) = R(ϕ, x)

is continuous and
R(ϕ, λx) ≤ λβR(ϕ, x).

From now on, R will denote a map satisfying the above properties.

Definition 0.2. Let f : E → F be α-subhomogeneous. If there is a constant C1 > 0 such that
m∑

j=1

‖f(xj)‖
pβ
α ≤ C1 sup

ϕ∈K

m∑

j=1

R(ϕ, xj)p,

for all x1, . . . , xm ∈ E and m = 1, 2, . . . , the map f is called Rβ-abstract p-dominated.

Now, we state our main result:

Theorem 0.3. Let 1 ≤ p < ∞ and f : E → F be α-subhomogeneous. Then f is Rβ-abstract p-dominated if and
only if there exist a Borel probability µ on K and a constant C ≥ 0 such that

‖f(x)‖ ≤ C




∫

K

R(ϕ, x)pdµ(ϕ)




α
pβ

.

Below, we show how Theorem 0.3 can be easily invoked in order to obtain generalizations of PDT presented in
various papers:

• PDT for absolutely p-summing linear mappings: Choose f an 1-subhomogeneous mapping, α = β = 1 and
R(ϕ, x) = |ϕ(x)| and K = BE∗ with the weak star topology.

• PDT for strongly p-summing mappings: Choose f an n-subhomogeneous mapping, α = β = n and R(ϕ, x) =
|ϕ(x)| , with ϕ n-linear and x = (x1, ..., xn) and K as in the original proof.

• PDT for p-semi integral mappings: Choose f an n-subhomogeneous mapping, α = β = n and R(ϕ, x) =
|ϕ1(x1)...ϕn(xn)| , with ϕ = (ϕ1, ..., ϕn) and x = (x1, ..., xn) and K as in the original proof.

• PDT for α-subhomogeneous mappings: R(ϕ, x) = |ϕ(x)| and K as in the original proof.

• The classical PDT for p-dominated n-linear mappings is obtained as a corollary, as in [2].
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on the existence of positive solutions for a nonlocal

elliptic problem involving the p-laplacian and the

generalized lebesgue space Lp(x)(Ω)
Giovany M. Figueiredo ∗ †

In this work we study the scalar problem

(P1)

{
−∆pu = |u|α(x)

q(x) in Ω,
u = 0 on ∂Ω,

where ∆pu = div(|∇u|p−2∇u) is the p-Laplacian operator, | · |q(x) is the usual norm in Lq(x)(Ω) and α, p : Ω→ IR

are continuous functions satisfying certain properties will be stated later. We will use the method of sub and
supersolution.

We will also consider the system

(P2)


−∆p1u = |v|α1(x)

q1(x)
in Ω,

−∆p2u = |v|α2(x)
q2(x)

in Ω,
u = v = 0 on ∂Ω,

where αi, qi : Ω→ IR, i = 1, 2, are continuous functions whose behavior will be stated later.
Our approach in the study of problem (P2) rests heavily on the a result due to Rabinowitz.
In this work we will show an existence results for the two problems.
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on the existence of solutions of a nonlocal elliptic

equation with a p-kirchhoff-type term
Rúbia Gonçalves Nascimento ∗ †

In this paper we study the existence of positive solution for the following class of elliptic problems

{
−[M(‖u‖p1,p)]p−1∆pu = f(x, u) in Ω,

u = 0 on ∂Ω,
(0.1)

where Ω ⊂ RN is a bounded smooth domain, f : Ω×R+ → R and M : R+ → R , R+ = [0,+∞), are given functions,
∆p is the p-Laplacian, p > 1,

∆pu = div(|∇u|p−2∇u)

and ‖ · ‖1,p is the usual norm

‖u‖p1,p =
∫

Ω

|∇u|p

in the Sobolev space W 1,p
0 (Ω).

The interest of the mathematicians on the so called nonlocal problems like (0.1) (nonlocal because of the presence
of the term M(‖u‖p1,p), which implies that equations in (0.1) is no longer pointwise equalities) has increased because
they represent a variety of relevant physical end engineering situations and requires a nontrivial apparatus to solve
them.

Particularly, problem (0.1) presents some combinations that, at least to our knowledge, seems to be new. Indeed,
in problem (0.1) appears the nonlocal term M(‖u‖p1,p) motivated, among other things, by the above physical
situations. Furthermore, we have the presence of the p-Laplacian operator that appears in several areas of the
Science as Astronomy, Glaciology, Climatology, Non-Newtonian Fluids, Petroleum Extraction and so on. For
instance, in the study of sensitive of a nonlinear stationary model that appears in Climatology regarding solar
variation, in reaction-diffusion problems as well in flows through porous medium as, for example, in flows through
rock filled dams. Problems that involve this operator present several such difficulties as: uniqueness, regularity,
degeneracy, etc.

Besides to these considerations, we also have the presence of a singular term which poses an additional difficulty in
our study. Singular elliptic problems arise in Chemical Heterogeneous Catalysts, Non-Newtonian Fluids, Nonlinear
Heat Conduction, among other phenomena.

We will establish the existence results of weak solutions for the problem (0.1) by considering some types of
functions f .

In the first section we study the case in which f depends only on x ∈ Ω. This is the Mp-Linear case.
In the second section we attack problem (0.1) when f is sublinear, that is, f(u) = uα, for some 0 < α < 1.
In both sections we suitable adapt ideas developed in [1], [2] and [17].
In the third section , we analyze the case in which f possesses a singular term. More precisely, f is of the

following form

f(x, u) =
h(x)
uγ−p+2

+ uα−p+2,
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for x ∈ Ω and u > 0, with γ, α ∈ (p− 2, p− 1). In this section we have to use some arguments different from those
in [8]. For instance, we do not use any Hardy-Sobolev type inequality to obtain the boundedness of the sequence
of approximate solutions obtained through Galerkin method. Furthermore, the convergences considered in the last
section are not consequences of straightforward computations like in case p = 2.
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on the interplay of tensor norms and multi-ideals
g. botelho ∗ , e. çalışkan † & d. pellegrino ‡

An n-tensor norm βn assigns to every n-tuple of normed spaces E1, . . . , En a reasonable tensor norm βn(·) on
the full n-fold tensor product E1 ⊗ · · · ⊗ En. The resulting normed space is denoted by (E1 ⊗ · · · ⊗ En, βn). A
tensor norm is a sequence β = (βn)∞n=1 where each βn is an n-tensor norm.

Several papers treated the question of representing ideals of multilinear mappings (multi-ideals) by tensor norms
in the following sense: we say that a tensor norm β = (βn)∞n=1 represents the multi-idealM (orM is β-represented)
ifM(E1, . . . , En;F ′) is isomorphic to (E1 ⊗ · · · ⊗ En ⊗ F, βn+1)′ through the mapping

ϕ:M(E1, . . . , En;F ′) −→ (E1 ⊗ · · · ⊗ En ⊗ F, βn+1)′

T 7→ ϕ(T )(x1 ⊗ · · · ⊗ xn ⊗ y) = T (x1, . . . , xn)(y),

for every n and every Banach spaces E1, . . . , En, F .
For example, in [6, Theorem 4.5] it is proved that a multi-ideal M is maximal if and only if M is represented

by some (finitely generated) tensor norm. It is well known (see, e.g., [5, Exercise 12.1]) that for every normed space
E and every 2-tensor norm α, (E ⊗K, α) is (isometrically) isomorphic to E via the correspondence x⊗ λ←→ λx.
Given a tensor norm β = (βn)∞n=1, this property can be rewritten as (E ⊗ K, β2) = (E, β1) for every E. This
property is no longer valid for larger n, for example: making β2 = π and β3 = ε we have that (E⊗E, β2) = E⊗π E

is not isomorphic to (E ⊗ E ⊗ K, β3) = E ⊗ε E ⊗ε K = E ⊗ε E in general. In this note we study tensor norms
in which the transition between its levels is smooth (see Definition 0.1) as well as the multi-ideals that can be
represented by such smooth tensor norms. It is worth mentioning that something in the direction of connecting the
different levels of a tensor norm has been done in [4, Proposition 4.2].

Definition 0.1. A tensor norm β = (βn)∞n=1 is said to be smooth if, regardless of the natural n and the normed
spaces E1, . . . , En, the natural map

ψ: (E1 ⊗ · · · ⊗ En ⊗K, βn+1) −→ (E1 ⊗ · · · ⊗ En, βn),

ψ(x1 ⊗ · · · ⊗ xn ⊗ λ) = λ(x1 ⊗ · · · ⊗ xn)

is a topological isomorphism.

In Proposition 0.1 we establish the link between this notion and the multi-ideal generated by a given tensor
norm, but first we need some terminology. Let a tensor norm β = (βn)∞n=1 be given. DefineMβ(E1, . . . , En;F ) as
those multilinear mappings A ∈ L(E1, . . . , En;F ) whose linearizations

AL: (E1 ⊗ · · · ⊗ En, βn) −→ F

are continuous. It is easy to see thatMβ is a multi-ideal.
Next we define a property which is closely related to property (B) of [1]:

Definition 0.2. GivenA ∈ L(E1, . . . , En,K;F ), defineA1 ∈ L(E1, . . . , En;F ) byA1(x1, . . . , xn) = A(x1, . . . , xn, 1).
We say that a multi-ideal M has property [B] if

A ∈M(E1, . . . , En,K;F )⇐⇒ A1 ∈M(E1, . . . , En;F ),

for every n, E1, . . . , En, F and A ∈ L(E1, . . . , En;F ).
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Proposition 0.1. A tensor norm β is smooth if and only if its corresponding multi-ideal Mβ has property [B].

Now we turn our attention to multi-ideals that can be represented by smooth tensor norms. Given a maximal
multi-idealM (for the definition see [6]), we have already mentioned that [6, Theorem 4.5] assures the existence of
a tensor norm that represents M. Let us denote such tensor norm by βM.

Proposition 0.2. A maximal multi-ideal M is represented by a smooth tensor norm if and only if MβM has
property [B].

At this point the following question is quite natural: is it true that every multi-ideal that is be represented by
a tensor norm is also be represented by a smooth tensor norm ? The following examples shows that the answer is
in general ”no”.

Example 0.1. For 1 ≤ p < +∞, the multi-ideal Lsm,p of strongly multiple p-summing multilinear mappings (see
[2] for the definition) is represented by a tensor norm but not by a smooth tensor norm.

Example 0.2. For 1 ≤ p ≤ 2, the multi-ideal Lm,p of multiple p-summing multilinear mappings is represented by
a tensor norm [8, Proposición 4.39] but not by a smooth tensor norm.

In general we have the following criteria which shows that when a multi-ideal cannot be represented by a smooth
tensor norm.

Proposition 0.3. Let M be such that M(E1, . . . , En, F ; K) = L(E1, . . . , En, F ; K) and M(E1, . . . , En;F ′) 6=
L(E1, . . . , En;F ′) for some Banach spaces E1, . . . , En, F and some positive integer n. Then there is no smooth
tensor norm that represents M.

We know no example of a multi-ideal represented by a smooth tensor norm, but we have the following example
which does not satisfies the hypothesis of preceding proposition.

Example 0.3. For 1 ≤ p < +∞, the multi-ideal Lsi,p of p-semi integral multilinear mappings is represented by a
tensor norm (see [3, Proposition 2]). Moreover, if for some Banach spaces E1, . . . , En, F and some positive integer
n, Lsi,p(E1, . . . , En, F ; K) = L(E1, . . . , En, F ; K) then we have that Lsi,p(E1, . . . , En;F ′) = L(E1, . . . , En;F ′).

References

[1] botelho, g., braunss h.-a., junek, h. and pellegrino, d. - Holomorphy types and ideals of multilinear
mappings, Studia Math., 177 (2006), pp. 43-65.

[2] botelho, g. and pellegrino, d. - Coincidence situations for absolutely summig non-linear mappings, Port.
Math., 64 (2007), pp. 175-191.
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On the periodic Regularized Benjamin-Ono equation
Banquet, Carlos ∗ Marcia, Scialom † Angulo, Jaime ‡

We consider the periodic initial value problem for the regularized Benjamin-Ono equation:
{

ut + uux + ux +Huxt = 0, x ∈ R, t ∈ R,

u(x, 0) =u0(x), x ∈ R
(0.1)

with initial data in Sobolev spaces Hs
per, here H is the periodic Hilbert transform

Hu(x) =
1

2L
p.v.

∫ L

−L

cot
(

π(x− y)
2L

)
u(y)dy.

We prove that the problem is locally well-posed if s > 1
2 and globally well-posed if s ≥ 3

2 , the proof is made via the
contraction mapping principle in C([−T, T ]; Hs

per) following the ideas in [4]. The most important goal of the talk
will be to prove the existence of a smooth curve of periodic travelling waves solutions with fundamental period 2L

for this equation and also prove that these solutions are orbitally stable in the energy space H
1
2
per. For this we use

the theory given by Benjamin, Bona, Weinstein, Grillakis, Shatah and Strauss in [2, 3, 5, 6, 7, 8, 9]. To obtain the
spectral properties needed to prove the orbital stability we use the recent theory developed by Natali and Angulo
in [1].
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On the viscous Burgers equation ∗

j. ĺımaco 1, h. r. clark 1 & l. a. medeiros 2

Abstract

We investigate the existence and uniqueness of global solutions and a rate stability of the energy for a Cauchy
problem to viscous Burgers equation in unbounded domain R × (0,∞). Some related aspects with the Cauchy
problem cited are presented in order to employ the approximations of Faedo-Galerkin in all real line. This has been
possible thanks to introduction of weight Lebesgue spaces so that one can use arguments of compactness in Sobolev
spaces. Precisely, one consider the real valued function u = u(x, t) defined for all (x, t) ∈ R × (0, T ) satisfying the
Cauchy problem:

ut + uux − uxx = 0 in R× (0, T ), u(x, 0) = u0(x) in R. (0.1)

The Burgers equation has a long history. We briefly sketch this history citing one of the pioneer work due to
Bateman [1] as an approximation of the flux of fluids. Later, Burgers published the works [2] and [3] also as flux of
fluids or turbulence. In the classic fashion the Burgers equation has been studied by several authors, mainly in the
last century, and excellent papers and books can be found in the literature specialized in PDE. One can cite, for
instance, Courant & Friedrichs [4], Courant & Hilbert [5], Hopf [6], Lax [9] and Stoker [10].

The existence of global solutions for the Cauchy problem (0.1) will be obtained employing the Faedo-Galerkin
and Compactness methods. In order to apply the Compactness method we employ a suitable theory on weight
Sobolev spaces given by: the functional spaces L2 and Hm with suitable weight K(y) = ey2/4 = exp{y2/4}, y ∈ R
is defined by

L2(K) =
{

φ ∈ L2(R);
∫

R
|φ(y)|2RK(y)dy < ∞

}
and Hm(K) =

{
φ ∈ Hm(R); Diφ ∈ L2(K)

}
,

with i = 1, 2, . . . , m, m ∈ N. respectively. The inner product of L2(K) and Hm(K) are defined by

(φ, ψ) =
∫

R
φ(y)ψ(y)K(y)dy and ((φ, ψ)) =

m∑

i=1

∫

R
Diφ(y)Diψ(y)K(y)dy respectively.

Some properties of the spaces L2(K) and Hm(K) such as the compactness of the inclusion Hm(K) ↪→ L2(K)
and Poincaré inequality has been proven in Escobedo-Kavian [7].

The methodology used to prove the existence of solutions for the Cauchy problem (0.1) consists in transforming
it in another equivalent one proposed in the suitable functional spaces by using a change of variables defined by

z(y, s) = (t + 1)1/2u(x, t) where y =
x

(t + 1)1/2
and s = ln(t + 1). (0.2)

The changing of variable (0.2) defines a diffeomorphism σ : Rx × (0, T ) → Ry × (0, S) with σ(x, t) = (y, t) and
S = ln(T + 1). From (0.2) the Cauchy problem (0.1) is equivalent by σ to

zs − y

2
zy − zyy − z

2
+ zzy = 0 in R× (0, S), z(y, 0) = z0 in R. (0.3)
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Definition 0.1. A global weak solution for the Cauchy problem (0.1) is a real valued function u = u(x, t) defined in
R× (0,∞) such that u ∈ L2

loc(0,∞; H1(R)) and ut ∈ L2
loc

(
0,∞; [H1(R)]′

)
, the function u satisfies the identity

−
∫ T

0

∫

R
[uv]ϕtdxdt +

∫ T

0

∫

R
[uuxv]ϕdxdt +

∫ T

0

∫

R
[uxvx]ϕdxdt = 0,

for all v ∈ H1(R) and for all ϕ ∈ D(0, T ). Moreover, u satisfies the initial condition u(x, 0) = u0(x) ∀ x ∈ R.

The existence of solution of (0.1) in the precedent sense is guaranteed by

Theorem 0.1. Suppose u0 ∈ L2(K), then there exists a unique global solution u of (0.1) in the sense of Definition
0.1. Moreover, energy E(t) = 1

2 |u(t)|2 associated with this solution satisfies E(t) ≤ E(0)(t + 1)−5/4.

As the two Cauchy problems (0.1) and (1.3) are equivalents then the Definition 0.1 and Theorem 0.1 are also
equivalents to Definition 0.2 and Theorem 0.2 to be established as follows.

Definition 0.2. A global weak solution for the Cauchy problem (1.3) is a real valued function z = z(y, s) defined in
R× (0,∞) such that z ∈ L2

loc(0,∞;H1(K)) and zs ∈ L2
loc

(
0,∞; [H1(K)]′

)
, the function z satisfies the identity

−
∫ S

0

∫

R
[zv]ϕsKdyds +

∫ S

0

∫

R
[zzyv]ϕKdyds +

∫ S

0

∫

R
[zyvy]ϕKdyds− 1

2

∫ S

0

∫

R
[zv]ϕKdyds = 0,

for all v ∈ H1(K) and for all ϕ ∈ D(0, S). Moreover, z satisfies the initial condition z(y, 0) = z0(y) for all y ∈ R.

Theorem 0.2. Suppose z0 ∈ L2(K) ∩ {ω1}⊥, then there exists a unique solution z of (1.3) in the sense of
Definition 0.2, provided |z0| < 1

4
√

3C1
holds, where C1 is a suitable positive real constant. Moreover, the energy

E(s) = 1
2 |z(s)|2 satisfies E(s) ≤ E(0) exp [−s/4] .

Remark 0.1. Suppose z0 ∈ H1(K) ∩ {ω1}⊥ then we are able to show that there exists a unique global strong
solution for the problem (0.1)
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Orbital stability of periodic travelling wave solutions

of the classical Boussinesq equation
L. K. Arruda ∗

This work studies the orbital stability of periodic travelling wave solutions of the Hamiltonian system
{

ut = vx

vt = (u− uxx − u2

2 )x,
(0.1)

which is the first-order system associated with the classical Boussinesq equation

utt − uxx + (
u2

2
+ uxx)xx = 0. (0.2)

Periodic travelling wave solutions with a fixed fundamental period L will be constructed by using Jacobi’s elliptic
functions. It will be shown that these solutions, called cnoidal waves, are nonlinearly stable in the energy space by
periodic disturbances with period L. More precisely, our main result is the following:

Theorem 0.1. Let c ∈ (−1, 1) and L > 2π. Then the orbit O−→
φ c

is H1
per([0, L]) × L2

per([0, L]) - stable with regard

to the flow of the Boussinesq system (0.1), provided c2 > 1
3 and 1− c2 > 4π2

L2 .

Here, the set O−→
φ c

:= {−→φ c(·+ s); s ∈ R} is the orbit generated by the L-periodic travelling wave solution −→φ c.

The outline of the proof is as follows. First, we prove local existence of smooth solutions for the initial value
problem (0.2) with initial conditions

u(x, 0) = u0(x) and ut(x, 0) = u1(x).

Next, we show the existence of a smooth curve c 7→ −→
φ c = (φc, ψc) of cnoidal wave solutions to system (0.1), with a

fixed period L. Then, nonlinear stability of these solutions is established in H1
per([0, L])× L2

per([0, L]) for a certain
range of their speeds of propagation and periods, by using the Lyapunov method. Our proof follows ideas by T. B.
Benjamin [1], J. L. Bona [2] and M. I. Weinstein [3].

Finally, local existence coupled with the stability result is shown to imply the conditions that lead to global
existence, at least for initial data close to the stable cnoidal wave.

· · ·
...
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Pattern Formation from reaction in boundary with

boundary oscillations
j. m. arrieta ∗ & s. m. bruschi †

We study how oscillations in the boundary of a domain cause the pattern formation for the following evolution
reaction-diffusion equation {

ut −∆u = 0 in Ωε

∂u
∂n

+ g(x, u) = 0 in ∂Ωε = Γε.
(0.1)

when ε → 0. We study this problem in a family of two dimensional domains Ωε which is bounded and with a C1

and connected boundary Γε given by

ψε : [−1, 1] → IR2, ψε(t) = (ρε(t) cos(πt), ρε(t) sin(πt)), ψε(−1) = ψε(1),

where ρε ≥ ρ0, ρε → ρ0 in C1[−1, 1] and |ρ′ε| = O(ε−1) in ε = 0. The nonlinearity is given by

g(x, u) = u(1− u)(c(t)− u), x ∈ Γε, t = ψ−1
ε (x), u ∈ IR,

where c ∈ C1[−1, 1] satisfies 0 < c(x) < 1 for all s ∈ (−1, 1), c′(s) 6= 0 for all s ∈ (−1, 1) with c(s) = 1
2 . Notice that

this condition implies that there exist only a finite number and even number of points xi, i = 1, . . . , 2N satisfying
c(xi) = 1

2 .
Define the characteristic function in the boundary Γ given by

χ(x) =

{
1, x ∈ Γ with c(t) < 1

2

0, x ∈ Γ with c(t) > 1
2

and the characteristic function in the boundary Γε given by

χε(x) =

{
1, x ∈ Γε with c(t) < 1

2

0, x ∈ Γε with c(t) > 1
2

Let u0 be the harmonic extension to Ω of χ, that is
{

∆u0 = 0, in Ω
u0(x) = χ(x), x ∈ Γ

Note that u0 /∈ H1(Ω) because of χ /∈ H
1
2 (Γ)

We work with an alternative energy functional J̃ε : H1(Ωε) → IR defined by

J̃ε(u) =
1
|Γε|

(∫

Ωε

|∇u|2 +
∫

Γε

G(x, u)dx

)
,

where G(x, u) =
∫ u

0
g(x, s)ds. We observe that |Γε| = O(ε−1) in ε = 0.

The following proposition is similar to the proposition 2.1 in [3].

Proposition 0.1. For fixed ε > 0, if uε is an absolute minimum of J̃ε in H1(Ωε) then uε is a stable equilibrium
solution of (0.1).
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We denote by Γδ = Γ \ ∪2N
i=1B(xi, δ) and Ωδ = Ω \ ∪2N

i=1B(xi, δ).
Define m0 =

∫
Γ

G(x, χ)dσ and mε = 1
|Γε|

∫
Γε

G(x, χε)dσε. We have,

Lemma 0.1. i) For any uε ∈ H1(Ωε) we have J̃ε(uε) > mε,
ii) There exists a function χε ∈ C1(Γ) with 0 ≤ χε ≤ 1 such that χε = χ in Γε and the harmonic extension
to Ω to χε, given by the function vε, and a function wε ∈ H1(Ωε) such that wε|Ω = vε and satisfies J̃ε(wε) ≤
mε + C0|Γε|−1| log(ε)|, for some constant C0 independent of ε.

Corollary 0.1. The set Kε = {u ∈ H1(Ωε); J̃ε(wε) ≤ 1
|Γε| (K̃| log ε| + ∫

Γε
G(x, χε)dσε)} is open, nonempty and

positively invariant. Therefore, uε ∈ Kε.

The following proposition is the proposition 2.4 in [3].

Proposition 0.2. The function u0 satisfies the following
i) 0 ≤ u0 ≤ 1,
ii) u0 ∈ Hs(Ω) for any s < 1,
iii)u0 ∈ C∞(Ω),
iv)u0 ∈ C0(Ω̄ \ {x1, . . . , x2N}).

In the following theorem, we get the convergence of the equilibrium points uε to u0,

Theorem 0.1. Let uε the equilibrium point of (0.1), that is, the minimizer of J̃ε. Then,

‖uε − χ‖L2(Γ) + ‖uε − u0‖L2(Ω) → 0,

when ε → 0.
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Periodic Solution for a Nonlinear Hyperbolic

Equation on Manifolds
g. o. antunes ∗ h.r. crippa † & m. d. g. da silva ‡

Let Ω be a bounded open set of Rn (n ≥ 1) with smooth boundary Γ. Let ν be the outward normal unit vector
to Γ and T > 0 a real number. We consider the cylinder Q = Ω× (0, T ) with lateral boundary Σ = Γ× (0, T ).

The objective of the present article is to investigate existence and uniqueness of solution for the following
nonlinear periodic problem: ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂2u

∂t2
+

∂u

∂ν
+

∣∣∣∣
∂u

∂t

∣∣∣∣
ρ

∂u

∂t
= f on Σ

u (x, 0) = u (x, T ) on Γ
∂u

∂t
(x, 0) =

∂u

∂t
(x, T ) on Γ.

(1)

It is important to call attention to the main point which consists in adding to (1) an elliptic equation in Ω
to reduce the problem to a canonical model of Mathematical Physics, but in this case on a manifold which is the
lateral boundary Σ of the cylinder Q.

In fact, let us consider the following problem:
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∆w = 0 in Q

∂2w

∂t2
+

∂w

∂ν
+

∣∣∣∣
∂w

∂t

∣∣∣∣
ρ

∂w

∂t
= f on Σ

w (x, 0) = w (x, T ) on Γ
∂w

∂t
(x, 0) =

∂w

∂t
(x, T ) on Γ.

(2)

From elliptic theory, we know that for each ϕ ∈ H1/2 (Γ), the unique weak solution φ of the boundary value
problem ∣∣∣∣∣

∆φ = 0 in Ω
φ = ϕ on Γ

(3)

belongs to H1 (Ω, ∆) =
{
u ∈ H1 (Ω) ; ∆u ∈ L2 (Ω)

}
. By the trace theorem, it follows that

∂φ

∂ν
∈ H−1/2 (Γ).

We have by (3) and Green Identity that

0 = (−∆φ, ψ) = (∇φ,∇ψ)− 〈γ1φ, γ0ψ〉 ,

where γ0 and γ1 are the traces of order zero and one, respectively, and 〈·, ·〉 represents the duality pairing between
H−1/2 (Γ) and H1/2 (Γ).

For all φ and ψ ∈ H1 (Ω,∆), we define a (φ, ψ) = 〈γ1φ, γ0ψ〉 .
We consider the scheme

ϕ ∈ H1/2 (Γ) γ−1
0−−−−−−−−−→ φ ∈ H1 (Ω,∆)

A ↘ ↙ γ1

∂φ

∂ν
∈ H−1/2 (Γ)

Thus
A = γ1 ◦ γ−1

0 : H1/2 (Γ) −→ H−1/2 (Γ) , Aϕ =
∂φ

∂ν
.
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We formulate now the problem on Σ. For this, we define

w (t)|Γ = u (t) and
∂w

∂ν
(t)

∣∣∣∣
Γ

= Au (t) .

In this way, the problem (1) can be rewritten as
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂2u

∂t2
+Au +

∣∣∣∣
∂u

∂t

∣∣∣∣
ρ

∂u

∂t
= f on Σ

u (x, 0) = u (x, T ) on Γ
∂u

∂t
(x, 0) =

∂u

∂t
(x, T ) on Γ.

Now we consider, cf. Lions [2] and Prodi [3], u = U + U0 where is U0 independent of t and
∫ T

0

U (s) ds = 0.

Then U satisfies ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂2U

∂t2
+AU +

∣∣∣∣
∂U

∂t

∣∣∣∣
ρ

∂U

∂t
− f = AU0 on Σ

∫ T

0

U (s) ds = 0

U (x, 0) = U (x, T ) , U ′ (x, 0) = U ′ (x, T ) on Γ.

(4)

Note that if U is the solution of
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

d

dt

(
∂2U

∂t2
+AU +

∣∣∣∣
∂U

∂t

∣∣∣∣
ρ

∂U

∂t
− f

)
= 0 on Σ

∫ T

0

U (s) ds = 0

U (x, 0) = U (x, T ) , U ′ (x, 0) = U ′ (x, T ) on Γ

(5)

and U0 is the solution of AU0 = g0 in Γ, where g0 =
∂2U

∂t2
+AU +

∣∣∣∣
∂U

∂t

∣∣∣∣
ρ

∂U

∂t
− f does not depend on t, then U will

be the solution of (4) and u = U + U0 will be the periodic solution of (1) which we are looking for.
We consider the following functional space

W =
{
v ∈ L2

(
0, T ; H1/2 (Γ)

)
, v′ ∈ L2

(
0, T ; H1/2 (Γ)

) ∩ Lρ+2
(
0, T ;Lρ+2 (Γ)

)
, v′′ ∈ L2

(
0, T ; L2 (Γ)

)
,∫ T

0

v (s) ds = 0, v (0) = v (T ) , v′ (0) = v′ (T )} .

The main result is contained in the following Theorem:

Theorem 1. Let Ω be a bounded domain of Rn with regular boundary Γ and f ∈ L2
(
0, T ; H1/2 (Γ)

)
such that

f ′ ∈ L2
(
0, T ;L2 (Γ)

)
. Then, there exist only one solution u ∈ W of (1), with u = U + U0, where U is the unique

solution of (5) and U0 is the unique solution of AU0 = g0 in Γ.

Acknowledgements. We thank Professor Luis Adauto Medeiros for having drawn our attention to this question
and for his assistence.
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periodic solutions of planar delay differential

equation with self-supporting condition
m.c. gadotti ∗ & p. z. táboas †

Consider the equation

ẋ(t) = F (x(t− r)), r > 0, (0.1)

with the function F : R2 → R2 continuous and at least C2 near the origin. If x ∈ R2 and F is any function with
range in R2, we denote x = (x1, x2) and F = (F1, F2). Given a, b, c ∈ R, a, c > 0, −∞ < b < c, define

`a,c = {x ∈ R2 | x1 = a, x2 ≥ c}

and let γ : [c,∞) → [b, c] be a continuous function, with γ(c) = c. Let us impose the following self-supporting
condition:

x(t−) ∈ `a,c ⇒ x(t) = x(t+) = (a, γ(x2(t−))) (0.2)

The main feature of the self-supporting condition (0.2) is that the moments of impulse are not given; the problem
differential equation plus self-supporting condition is autonomous. The term self-supporting was introduced by
Myshkis, see [7] and [8], motivated by the fact that in nonconservative systems this kind of impulse can be imposed
in order to regulate the level of energy of a motion.

We are concerned with the problem (0.1)-(0.2) where F satisfies the following feedback condition:

(H1) x2F1(x) > 0, if x2 6= 0, x1F2(x) < 0, if x1 6= 0, x ∈ R2.

Condition (H1) for a system similar to (0.1) was assumed for the first time in [10]. Its role is analogous to the
role played by the well-known negative feedback condition for scalar equations.

Due to discontinuities of the solutions of problem (0.1)-(0.2), a natural phase space for it is G = G([−r, 0],R2),
the space of ruled functions φ : [−r, 0] → R2 with the sup norm, see [4]. However, most of our arguments can be
restricted to its subspace C = C([−r, 0],R2) of continuous functions.

Definição 0.1. D ⊂ G is the set of all φ ∈ G such that:

(i) φ is right continuous in [−r, 0);

(ii) φ has at most one discontinuity t0 ∈ [−r, 0] and φ(t0−) ∈ `a,c, φ(t0) = (a, γ(φ2(t0−))).

Definição 0.2. Let φ ∈ D be given and consider the initial condition:

x0 = φ. (0.3)

We consider

(H2) There exists a number M > 0 such that |F (x)| ≤ M , for all x ∈ R2.
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(H3) Given a number L > 0, there exist N, η > 0 such that

|x2| ≤ L, |x1| ≥ N ⇒ |F2(x)| ≥ η,

|x1| ≤ L, |x2| ≥ N ⇒ |F1(x)| ≥ η.

(H4) The numbers ∂F1
∂x2

(0) = δ1 and ∂F2
∂x1

(0) = δ2 satisfy −δ1δ2 > 0.

(H5) a ≤ x1 < Mr, −Mr < x2 ≤ 0 ⇒ F1(x) ≥ −a/r.

For any real function ψ, the notations ψ ∈↓ or ψ ∈↑mean that ψ is non increasing or non decreasing, respectively.
For M > 0 as in (H2), we define the following closed convex subset of C = C([−r, 0],R2):

K = {φ ∈ C | φ1(−r) = 0, φ2(−r) ≤ 0; φj is M − Lipschitzian, φj ∈↓, j = 1, 2} (0.4)

Teorema 0.1. Suppose that (H1)–(H5) are satisfied. Then there exists a number ξ > 0 such that the problem
(0.1)-(0.2) has a nontrivial periodic solution x(·;φ), φ ∈ Kξ, with period greater than 3r.

We prove Theorem 0.1 by showing that a return mapping A : Kξ → Kξ has nontrivial fixed points. Considering
theses hypotheses and choose a set K in C[−r, 0] we can to establish that there exists a nontrivial periodic solution
with period greater than 3r of (0.1)-(0.2), with initial condition in K. We prove that zero is an ejective point of
A, see [3], for this we can restrict to a small neighborhood of 0 and neglect the self-supporting condition, because
ejectivity is a local property and the impulses occur far from the origin.
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permanence of stability for a class of system of

differential equations with two delays
s.m.t. aki ∗ & s.m.s. godoy †

In this paper, our objective is to begin the study of the changes of the stability for a system of linear retarded
differential difference equations with two delays.

Let us consider the n-dimensional system of linear retarded differential difference equations with two delays:

ẋ(t) = α Ax(t) + β Bx(t− τ) + γ Cx(t− µ) (0.1)

( ˙ = d
dt ), where we assume that τ, µ are non-negative real numbers, the parameters α, β, γ are real numbers and

A,B, C are real n × n matrices. In this work, we study a particular class of such system, it is assumed that the
matrices A,B,C are simultaneously triangular. The general case will be the subject of our next study.
We present some results that give us sufficient conditions about these parameters under which no stability switch
occurs. As a consequence of these theorems, we can say that the stability of the trivial solution for System (0.1) is
determined only by α, when we have this parameter sufficiently large. We also introduce a study for the case |α|
small.

We can use linear systems of the form (0.1) to study the stability of equilibria for a n-dimensional system of
autonomous retarded functional differential equations:

ẋ(t) = f(x(t), x(t− τ), x(t− µ)), (0.2)

where f : Rn × Rn × Rn → Rn, and are such that solutions to initial value problems exist and are continuous.
The stability for two delay equation (0.2) also has been investigated by many authors. See, for instance, [1], [2]

[5].
Now, we are going to study the stability for the solution x = 0 of Equation (0.1) using the works by Cooke and

van den Driessche [4] and Boese [3]. Note that the characteristic equation associated to (0.1) is:

p(s) = det(sI − αA− βBe−τs − γCe−µs) = 0.

And then,

p(s) =
n∏

i=1

(s− ααi − βe−τsβi − γe−µsγi) = 0.

Thus, if we are interested on the study of the local stability for the trivial solution(i.e. the zero solution) of (0.1),
we have to analyse the existence of s ∈ C so that

s− α− βe−τs − γe−µs = 0, (0.3)

with α, β, γ ∈ C. Observe that the last equation is the characteristic function of a first-order delay differential
equation which has the form:

ẋ(t) = αx(t) + βx(t− τ) + γx(t− µ), (0.4)

therefore, we can relate the stability of the trivial solution to our system with the stability of this solution for such
equations. Here, we refer to the stability of a differential equation as the stability of its trivial solution.
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If we define the functions P (s) = s− α− γe−µs, Q(s) = −β, the Characteristic Equation (0.3) takes the form:

P (s) + Q(s) e−τs = 0. (0.5)

To study Equation (0.5), we use the following result that can be found in [4] and [3]:

Theorem 0.1. Consider the equation P (λ) + Q(λ) e−λτ = 0, P (λ) and Q(λ) are analytic functions in <(λ) > 0,

and satisfy the following conditions:
(i) P (λ) and Q(λ) have no common imaginary root;
(ii) P (−iy) = P (iy), Q(−iy) = Q(iy) for real y;
(iii) P (0) + Q(0) 6= 0;
(iv) lim sup{|Q(λ)|/|P (λ)| : |λ| → ∞, <(λ) ≥ 0} < 1;
(v) F (y) = |P (iy)|2 − |Q(iy)|2 for real y has at most a finite number of real zeros.
Then the following statements are true:
(a) If F (y) = 0 has no positive roots, then no stability switch may occur.
(b) If F (y) = 0 has at least one positive root and each of them is simple, then as τ increases, a finite number of
stability switches may occur and eventually the considered equation becomes unstable.

In this work, we only analyse the case that α, β, γ are real constants. The other case, when α, β, γ are complex
numbers, will be done in a forthcoming paper.

Proposition 0.1. The function F (y) defined by F (y) = α2 + γ2 + y2 − β2 + 2αγ cosµy + 2yγ sinµy

has only a finite number of real roots.

Theorem 0.2. Let us suppose that the parameters α, β, γ satisfy the inequality: |α| ≥ |β|+ |γ|. Thus, in this case,
there is no stability switch for equation (0.4).

Theorem 0.3. Consider the parameters α, β, γ satisfying |α| < |β|+ |γ| and one of the following conditions:
i) γ > 0, |β| − |γ| > 0, |β| − |γ| < α < |β|+ |γ|.
ii) γ > 0, |β| − |γ| < 0, |β| − |γ| < α < −|β|+ |γ|.
iii) γ < 0, |β| − |γ| < 0, |β| − |γ| < α < −|β|+ |γ|.
iv) γ > 0, |β| − |γ| < 0, −|β|+ |γ| ≤ α < |β|+ |γ|.
v) γ < 0, |β| − |γ| > 0, −|β| − |γ| < α < |γ| − |β|.
vi) γ < 0, |β| − |γ| < 0, −|β| − |γ| < α ≤ |β| − |γ|.
vii) α.γ > 0, |β| − |γ| = 0.

Define b0 ∈ (0, π
µ ) such that cos(µb0) = b, where b = −α+|β|

|γ| , if γ > 0 or b = α+|β|
|γ| , if γ < 0. If we have

m =
√

(|β|+ |γ|)2 − α2 < b0, there is no stability switch for Equation (0.4).
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UFPB - Universidade Federal da Paráıba & UFCG -Universidade Federal de Campina Grande

Edição N0 2 Novembro 2008

perturbações subcŕıticas de equações eĺıpticas

envolvendo o expoente cŕıtico de hardy-sobolev
r. b. assunção ∗ p. c. carrião † & o. h. miyagaki ‡

Neste trabalho estendemos alguns resultados de multiplicidade de soluções para uma classe de equações eĺıpticas

quase lineares singulares envolvendo o expoente cŕıtico de Hardy-Sobolev e também consideramos uma classe mais

ampla de perturbações de ordens inferiores. Mais precisamente, estudamos o problema

{

−div
[

|x|−ap|∇u|p−2u
]

= |x|−bq|u|q−2u + g(x, u) in Ω

u = 0 on ∂Ω
(0.1)

em que Ω ⊂ R
N (N > 3) é um domı́nio limitado contendo a origem e com fronteira ∂Ω diferenciável, 0 6 a <

(N − p)/p, a < b 6 a+1, d ≡ a+1− b e q ≡ Np/[N − p(a+1− b)] é o expoente cŕıtico de Hardy-Sobolev. O termo

de perturbação g(x, s) pode mudar de sinal e tem comportamento subcŕıtico no infinito, isto é, vale a relação

lim
|s|→∞

g(x, s)

|x|−bq |s|q−1
= 0

uniformemente em relação a x ∈ Ω.

Consideramos os espaços de Sobolev D1,p

a
(Ω) definidos como o completamento do espaço C∞

0
(Ω) em relação à

norma dada por

‖u‖ ≡
[

∫

Ω

|x|−ap|∇u|p dx
]1/p

.

Seja S a melhor constante da imersão D1,p

a
(Ω) →֒ Lb

q
(Ω), em que Lb

q
(Ω) é o espaço com peso Lq(Ω) munido da

norma ‖u‖Lb
q

=
[

∫

Ω

|x|−bq|u|q dx
]1/q

. Seja λ1 o primeiro autovalor de −div
[

|x|−ap|∇u|p−2∇u
]

relativo ao problema

homogêneo de Dirichlet em Ω; seja φ1 a correspondente autufunção positiva. É fato bem conhecido que λ1 é simplies

e isolado. Também definimos o número

λ∗ ≡ inf
u∈E

{1

p

∫

Ω

|x|−ap|∇u|p dx :

∫

Ω

|x|−(a+1)p+c|u|p dx = 1
}

em que

E ≡
{

u ∈ D1,p

a
(Ω) :

∫

Ω

|x|−(a+1)p+c|φ1|p−2φ1u dx = 0
}

.

Como nossa abordagem é variacional, definimos o funcional J : D1,p

a
(Ω) → R por

J(u) ≡ 1

p

∫

Ω

|x|−ap|∇u|p dx −
∫

Ω

G(x, u) dx − 1

q

∫

Ω

|x|−bq |u|q dx,

em que

G(x, s) ≡
∫

s

0

g(x, t) dt.

Se a função g é cont́ınua, então usando a conhecida desigualdade do tipo de Hardy-Sobolev devida a Caffarelli,

Kohn e Nirenberg podemos garantir que J ∈ C1(D1,p

a
(Ω), R) e que os pontos cŕıticos do funcional J são soluções

fracas do problema (0.1).

Para enunciar nossos resultados, apresentamos as seguintes hipóteses.
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(G1) A função g : Ω × R → R é uma função de Carathéodory e, para todo ε > 0, existe aε ∈ Lb

q′(Ω) ∩ L∞(Ω) tal

que |g(x, s)| 6 aε(x) + ε|x|−bq|s|q−1 q. t. p. x ∈ R e para todo s ∈ R.

As demais hipóteses são feitas sobre a primitiva G(x, s).

(G2) G(x, s) > 0 q. t. p. x ∈ Ω e para todo s ∈ R.

(G3) Existem δ > 0, σ > 0 e ν ∈ (λ1, λ
∗) tais que

1

p
(λ1 + σ)|x|−(a+1)p+c|s|p 6 G(x, s) 6

ν

p
|x|−(a+1)p+c|s|p q. t. p.

x ∈ Ω e para |s| < δ.

(G4) G(x, s) >
1

p
(λ1 + σ)|x|−(a+1)p+c|s|p − 1

q
|x|−bq|s|q q. t. p. x ∈ Ω e para todo s 6= 0.

(G5) Existe um subconjunto aberto e não vazio Ω0 ⊂ Ω tal que lim
s→∞

G(x, s)

|x|−(a+1)p+c|s|ζ = +∞, uniformemente em

relação a x ∈ Ω0, em que ζ ≡ p[(a + 1)p − c − 2]/[p(a + 1) − N ].

(G6) Existem δ0 > 0 e ν ∈ (λ1, λ
∗) tais que

1

p
λ1|x|−(a+1)p+c|s|p 6 G(x, s) 6

ν

p
|x|−(a+1)p+c|s|p q. t. p. x ∈ Ω e

|s| < δ0.

(G7) Existe σ ∈ (0, 1/q) tal que G(x, s) >
λ1

p
|x|−(a+1)p+c|s|p −

(1

q
− σ

)

|x|−bq|s|q q. t. p. x ∈ Ω e s 6= 0.

(G8) Existe 0 ∈ Ω0 ⊂ Ω tal que lim
s→∞

G(x, s)

|x|−(a+1)p+c|s|α1

= +∞ uniformemente em relação a x ∈ Ω0, em que

α1 ≡ Np

N − Np − pd
+ p − cp

µ(1 − p)
e µ =

N − p(a + 1)

p − 1
.

Observamos que quando p = c = 2 e a = b = 0 (i. e., d = 1), então α1 = 8N/(N2 − 4) é o expoente de

Gazzola-Ruf.

Teorema 0.1 (Problema não ressonante). Para η ≡ c − µ 6 0 suponhamos que sejam válidas (G1)–(G4); para

η > 0 suponhamos que sejam válidas (G1)–(G5). Então o problema (0.1) tem solução não trivial.

Teorema 0.2 (Problema ressonante). Para η ∈ R suponhamos que sejam válidas (G1), (G2), (G6)–(G8). Então

o problema (0.1) tem solução não trivial.

Teorema 0.3. Para η < 0 existe δ1 > 0 tal que, se λ ∈ (λ1 − δ1, λ1), então o problema (0.1) com g(x, s) ≡
|x|−(a+1)p+c|s|p−2s tem pelo menos dois pares de soluções não triviais.
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remarks on the linear kawahara system
p. n. silva ∗ & c. f. vasconcellos †

We consider the Linear Kawahara (K) system in a bounded interval (0, L)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ut + uxxx + ηuxxxxx = 0 in (0, L)× (0, +∞)

u(0, t) = u(L, t) = 0 for all t ≥ 0

ux(0, t) = ux(L, t) = 0 for all t ≥ 0 (K)

uxx(L, t) = 0 for all t ≥ 0

u(x, 0) = u0 in (0, L).

The constant η is a negative real number.
The above system describes the one-dimensional evolution of small amplitude long waves in several problems arising
in fluid dynamics with surface tension. In this model the conservative dispersive effect is represented by the term
(uxxx + ηuxxxxx).
The Kawahara equation is a model for plasma waves, capillary-gravity water waves and other dispersive phenomena
when the Korteweg de Vries (KdV) type dispersion is weak. The origin of this equation appears in the work by
Kawahara [1], where a fifth-order term was added to KdV system to model water waves in the long-wave regime
for Weber numbers near 1/3, that is, for moderate values of surface tension. For such Weber numbers the usual
description of long water waves via KdV system fails, since the third-order term in the linear dispersion relation
vanishes, and so the fifth-order dispersion term becomes relevant.
The total energy associated with the (K) system is defined by

E(t) =
1
2

∫ L

0

|u(x, t)|2 dx =
1
2
||u(t)||2

Using the above boundary conditions we prove that

dE

dt
=

η

2
|uxx(0, t)|2 ≤ 0 , ∀t > 0.

So, E(t) is a nonincreasing function of time.
This work is devoted to analyze the following questions:

• Does the energy E(t) → 0 as t → +∞ ?

• Is it possible to find a rate of decay of the energy?

We begin by showing that problem (K) is well-posed. In fact, we prove global existence, uniqueness and some
regularity for solutions.

Theorem 1. (Existence, uniqueness and regularity)
If u0 belongs to L2(0, L) and η < 0, then, the problem (K) has a unique solution u belonging to C([0, +∞); L2(0, L))∩
L2(0, +∞; H2

0 (0, L)). Moreover, there exists a constant C = C(L, η) > 0 such that:

i) ||u||C([0,+∞);L2(0,L)) + ||u||L2(0,+∞;H2
0 (0,L)) ≤ C||u0||
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ii) uxx(0, .) belongs to L2(0, +∞) and ||uxx(0, .)||L2(0,+∞) ≤ C||u0||.

Our main result is the exponential decay of the energy associated to problem (K).

Theorem 2. (A stabilization result)
There exist c > 0 and µ > 0 such that

E(t) ≤ c||u0||2 e−µt

for all t ≥ 0, for all L > 0 and all solution of (K) with u0 ∈ L2(0, L).

The methods which we use to prove the above theorem are closely related to the methods used in Vasconcellos-Silva
[7] and they are similar to methods used by Menzala et al. [2] for KdV system.
Since we obtain some observability results, is natural to prove the exact boundary controllability for the system
(K).
Given the initial and final states (u0, uT ) belonging to L2(0, L)× L2(0, L), it is possible to find a control function
h ∈ L2(0, T ) such that the solution w of the below system satisfies w(x, T ) = uT (x), ∀x ∈ (0, L),∀T > 0 and
∀L ∈ (0,+∞).

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

wt + wxxx + ηwxxxxx = 0 in (0, L)× (0, T )

w(0, t) = w(L, t) = 0 for all t ∈ (0, T )

wx(0, t) = wx(L, t) = 0 for all t ∈ (0, T )

wxx(L, t) = h(t) for all t ∈ (0, T )

w(x, 0) = u0 in (0, L).
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Semilinear fractional Integro-Differential Equations
Claudio Cuevas ∗† & Julio César de Souza ‡

Resumo

We study S-asymptotically ω-periodic solutions of the semilinear fractional equation u′ = ∂−α+1Au +

f(t, u), 1 < α < 2, considered in a Banach space X, where A is a linear operator of sectorial type µ < 0.

1 Introduction

We study the S-asymptotically ω-periodicity of the semilinear integro-differential equation of fractional order

v′(t) =
∫ t

0

(t− s)α−2

Γ(α− 1)
Av(s)ds + f(t, v(t)), t ≥ 0, (1.1)

v(0) = u0 ∈ X, (1.2)

where 1 < α < 2, A : D(A) ⊂ X → X is a linear densely defined operator of sectorial type on a complex Banach
space X and f : [0,∞)×X → X is a continuous function satisfying suitable Lipschitz type condition.

Due to their applications in several fields of science (see [1, 7, 8]), type (1.1) equations are attracting increasing
interest as well as their numerical treatment. Properties of the solutions of (1.1) have been studied in several con-
texts, e.g. maximal regularity [9], regularity in the framework of numerical methods [4], positivity and contractivity
[5], asymptotic equivalence, nonresonant problems and almost periodic solutions ( see [2, 3, 10] and references
therein).

2 S-asymptotically ω-periodic mild solutions

Teorema 2.1. ([6]) Assume that A is sectorial of type µ < 0. Let f : [0,∞) ×X → X be a continuous function
such that f(·, 0) is integrable in [0,∞) and there exists a continuous integrable function L : [0,∞) → R such that

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L(t)‖x− y‖, for all x, y ∈ X, t ≥ 0. (2.3)

Then the problem (1.1)-(1.2) has an unique S-asymptotically ω-periodic mild solution. Moreover, one has the
following a priori estimate for the solution

||u||∞ ≤ C̃(||u0||+ ||f(·, 0)||1) exp (C̃||L||1), (2.4)

where C̃ is a suitable positive constant.

Note that Theorem 2.1 does not include the case where L in (2.3) is a constant. In this case, we have the
following result.

Teorema 2.2. ([6]) Assume that A is sectorial of type µ < 0. Let f : [0,∞) × X → X be a function uniformly
S-asymptotically ω-periodic on bounded sets and satisfies the Lipschitz condition

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L‖x− y‖, for all x, y ∈ X, t ≥ 0. (2.5)

If L small enough. Then the problem (1.1)-(1.2) has an unique S-asymptotically ω-periodic mild solution.
∗Instituição, DMAT-UFPE, PE, Brasil, e-mail cch@dmat.ufpe.br
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Teorema 2.3. ([6]) Let Condition (2.5) be holds. Assume that f(·, 0) is a bounded function and limt→∞(f(t, x)−
f(t + nω, x)) = 0 uniformly in x ∈ K and n ∈ N, for every bounded subset K of X. If L small enough.. Then the
problem (1.1)-(1.2) has an unique asymptotically ω-periodic mild solution.
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Sistemas Eĺıpticos Resonantes
Edcarlos Domingos da Silva ∗

Neste trabalho consideramos sistemas eĺıpticos gradientes sobre condições adequadas de ressonância. No caso

escalar existe uma bibliografia considerárel, ver [1]e [9]. Mais precisamente estudamos o seguinte sistema gradiente










−4u = Fu(x, u, v) in Ω

−4v = Fv(x, u, v) in Ω

u = v = 0 on ∂Ω

(0.1)

onde Ω ⊆ R
n é um domı́nio limitado com bordo suave. Além disso, exigimos que F : Ω × R

2 → R seja de classe

C2 com F (x, 0, 0) = Fu(x, 0, 0) = Fv(x, 0, 0) = 0,∀x ∈ Ω logo z = (0, 0) é uma solução trivial. Lembramos que

em [6] foi estabelecido a estrutura variacional para (0.1), além disso, para o caso resonante foram obtidos vários

resultados sobre existência de soluções para (0.1) por técnicas minimax e/ou teoria de Morse sobre a condição

de não quadraticidade no infinito, ver [6],[8] e [4]. Este tipo de problema mostra-se interessante, pois devido a

resonânica o funcional associado pode não satisfazer a condição (PS) clássica. O principal objetivo deste trabalho

é estabelecer resultados de existência e multiplicidade para (0.1) sobre condições de ressonância na origem em

infinito simultaneamente. Neste caso teremos uma dificuldade adicional em comparação com [6] e [8], onde não é

permitido resonância na origem. Todavia, trabalhamos com o seguinte problema de autovalores com peso:

{

−4

(

u

v

)

= λA(x)

(

u

v

)

em Ω,

u = v = 0 sobre ∂Ω

(0.2)

e A ∈ M2(Ω) =

{

A ∈ C0(Ω,M2(R))

/

A(x) =

(

a(x) b(x)

b(x) d(x)

)

e b(x) ≥ 0∀x ∈ Ω ,maxx∈Ω max(a(x), d(x)) > 0

}

.

Aplicando a teoria espectral para operadores lineares autoadjuntos compactos, temos que existem uma sequência

de autovalores para cada matriz A ∈ M2(Ω) com

0 < λ1(A) < λ2(A) ≤ . . . ondeλk(A) → ∞ se k → ∞.

Além disso, sabemos que λ1(A) é simples e admite autofunção positiva sobre Ω, ver [3] e [7]. Por outro lado,

para determinarmos soluções não triviais para (0.1) iremos impor condições em ∇F no infinito e na origem.

Mais precisamente definindo as seguintes funções auxiliares G∞(x, z) = F (x, z) − 1

2
〈A∞(x)z, z〉 e G0(x, z) =

F (x, z) − 1

2
〈A0(x)z, z〉, onde A∞ e A0 ∈ M2(Ω) e impondo que G∞ = o(|z|2) em infinito e G0 = o(|z|2) na

origem temos que (0.1) é assintoticamente linear. Contudo o sistema (0.1) é resonante no infinito se adicionamos

a condição λk(A∞) = 1 para algum k ∈ N. Resta lembrar que existe uma dificuldade extra para o problema

(0.1)quando impomos resonância na origem, isto é, existe m ∈ N com λm(A0) = 1. Este trabalho é realizado sobre

estas condições, ou seja, admitimos resonância no infinito e na origem simultaneamente, para resultados análogos

no caso escalar ver [2] e [10], para sistemas cooperativos ver [11]. Descreveremos abaixo os principais resultados

obtidos neste trabalho. Usaremos as seguintes hipóteses

(H1) Existe α ∈ (0, 1) tal que |∇G∞(x, z)| ≤ C(1 + |z|α),∀ z ∈ R
2, q.t.p. x ∈ Ω.

(H2) Existem β ∈ (1, 2∗ − 1) e δ > 0 tal que |∇G0(x, z)| ≤ C|z|β , ∀ |z| < δ q.t.p. x ∈ Ω.

(H3) Existem F1, F2 ∈ C(Ω, R) com
∫

Fj 6= 0 para j=1,2 satisfazendo

F1(x) ≤ lim inf
|z|→∞

∇G∞(x, z) · z

|z|1+α
≤ lim sup

|z|→∞

∇G∞(x, z) · z

|z|1+α
≤ F2(x). (0.3)
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(H4) Existem f1, f2 ∈ C(Ω, R) com
∫

fj 6= 0 para j=1,2 onde

f1(x) ≤ lim inf
|z|→0

∇G0(x, z) · z

|z|1+β
≤ lim sup

|z|→0

∇G0(x, z) · z

|z|1+β
≤ f2(x). (0.4)

temos com k,m ≥ 2 os seguintes resultados

Teorema 0.1. Suponha (H1)-(H4). Se ocorre uma das seguintes alternativas

a)F2(x) ≤ 0, f1(x) ≥ 0 q.t.p x ∈ Ω e m 6= k − 1

b)F1(x) ≥ 0, f2(x) ≤ 0 q.t.p x ∈ Ω e k 6= m − 1

c)F1(x) ≥ 0, f1(x) ≥ 0 q.t.p x ∈ Ω, e k 6= m

d)F2(x) ≤ 0, f1(x) ≤ 0 q.t.p x ∈ Ω e k 6= m

então (0.1) admite pelo menos uma solução não trivial.

Teorema 0.2. Suponha (H1)-(H4). Se ocorrem uma das seguintes alternativas

a)F2(x) ≤ 0 e f1(x) ≥ 0 q.t.p x ∈ Ω, m > k − 1 com F
′′

≥ β � λk−1A∞

b) F1(x) ≥ 0 e f2(x) ≤ 0 q.t.p x ∈ Ω, k > m − 1 com F
′′

≤ β � λk+1A∞

c) F1(x) ≥ 0 e f1(x) ≥ 0 q.t.p x ∈ Ω, m < k com F
′′

≤ β ≺ λk+1A∞

d) F2(x) ≤ 0 e f2(x) ≤ 0 q.t.p x ∈ Ω, m > k com F
′′

≥ β � λk−1A∞

para alguma matriz fixada β ∈ M2(Ω), então (0.1) admite pelo menos duas soluções não triviais.

Observação 0.1. Sejam F ∈ C2 e A,B ∈ M2(Ω). Então as desigualdades A ≤ F
′′

≤ B significam 〈A(x)z, z〉 ≤

〈F
′′

(x)z, z〉 ≤ 〈B(x)z, z〉 ∀ (x, z) ∈ Ω × R
2. Além disso, A � B se A ≤ B com desigualdade estrita em algum

subconjunto de medida positiva, para resultados análogos no caso escalar ver [5].
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UFPB - Universidade Federal da Paráıba & UFCG -Universidade Federal de Campina Grande

Edição N0 2 Novembro 2008

Sobre a densidade de espaços de Banach

sem sistemas biortogonais não-enumeráveis
c. brech ∗

Dados um espaço Banach X e um conjunto não-vazio Γ, uma famı́lia (xα, ϕα)α∈Γ ⊆ X × X∗ é um sistema
biortogonal se ϕβ(xα) = δαβ para todo α, β ∈ Γ. Dizemos que o sistema biortogonal (xα, ϕα)α∈Γ ⊆ X × X∗ é
fundamental se span{xα : α ∈ Γ} = X e total se spanw∗

{ϕα : α ∈ Γ} = X∗.
Sabe-se que todo espaço de Banach possui um sistema biortogonal total e que todo espaço de Banach separável

possui um sistema biortogonal total e fundamental (veja [3]); diversos autores mostraram a existência de sistemas
biortogonais fundamentais em classes mais gerais de espaços de Banach (veja, por exemplo, [2] e [6]). Entretanto,
nem todo espaço de Banach possui um sistema biortogonal fundamental, veja [3].

Sobre o problema mais geral da existência de sistemas biortogonais não-enumeráveis em espaços não-separáveis,
sabe-se que é indecid́ıvel em ZFC: por um lado, os espaços constrúıdos por Shelah [5] (assumindo ♦) e por Kunen
(assumindo CH, veja [4]) são não-separáveis e não possuem sistemas biortogonais não-enumeráveis. Por outro
lado, Todorcevic [6] provou recentemente a consistência de que todo espaço de Banach não-separável possui um
sistema biortogonal não-enumerável. Nosso objetivo é mostrar que existe consistentemente um espaço de Banach
de densidade ℵ2 (o segundo cardinal não-enumerável) sem sistemas biortogonais não-enumeráveis. Primeiramente,
provamos [1] o seguinte resultado topológico:

Teorema 0.1. É consistente com ZFC que existe um espaço compacto e disperso K de peso ℵ2 tal que Kn é
hereditariamente separável para todo n ∈ N.

Este resultado tem a seguinte conseqüência:

Corolário 0.1. É consistente com ZFC que existe um espaço compacto K tal que C(K) é um espaço de Asplund
de densidade ℵ2 e hereditariamente Lindelöf com relação à topologia fraca.

Segue dáı que, assim como os espaços de Shelah e Kunen, o espaço C(K) que constrúımos por forcing não
possui sistemas biortogonais não-enumeráveis e não admite renormação Fréchet-diferenciável ou com a propriedade
de intersecção de Mazur, lembrando que nosso espaço tem densidade ainda maior.

Além disso, nosso exemplo mostra que o seguinte resultado de Todorcevic [6] não pode ser generalizado,
substituindo-se “sistemas semi-biortogonais” por “sistemas biortogonais”: todo espaço C(K) de densidade es-
tritamente maior que ℵ1 (o primeiro cardinal não-enumerável) possui um sistema semi-biortogonal não-enumerável,
lembrando que, dados um espaço de Banach X é um conjunto bem-ordenado (ou um ordinal) não-vazio θ, uma
famı́lia (xα, ϕα)α<θ ⊆ X ×X∗ é um sistema semi-biortogonal se satisfaz as seguintes condições para todo α, β < θ:
ϕβ(xα) = 0, se α < β; ϕα(xα) = 1 e ϕβ(α) ≥ 0, se α > β.
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sobre a equação de boussinesq em

doḿınios não ciĺındricos do Rn

h. r. clark ∗, c. l. frota † & j. limaco ‡

Em 1834, Scott-Russell, idealizou uma teoria para o deslocamento de ondas de pequenas amplitudes em águas
rasas. O primeiro tratamento matemático desta teoria foi feito por Boussinesq [1] em 1872, quase quarenta anos
mais tarde. Neste artigo, M. J. Boussinesq deduziu um sistema de equações diferenciais parciais não lineares e
dissipativas, atualmente conhecidas como equações de Boussinesq. Por meio de mudanças de escalas, veja por
exemplo Boussinesq [2] e Craig [4], a equação de Boussinesq, no caso unidimensional x ∈ I (I um intervalo aberto
e limitado de R), pode ser escrita como a seguinte equação de evolução:

utt − (u+ au2)xx + buxxxx = 0 , (1)

onde u = u(x, t) é a componente vertical da velocidade sob a superf́ıcie livre de um fluido irrotacional, a é uma
constante positiva e b é uma constante real, ambas dependendo da profundidade do fluido. Quando b > 0 a equação
(1) num domı́nio cilindrico, Q = I × (0, T ) ⊂ R2, descreve pequenas oscilações tranversais, não lineares, de uma
barra elástica e é conhecida na literatura como a equação ”boa”de Boussinesq. Por outro lado, quando b < 0 a
equação (1) é conhecida como a equação ”má”de Boussinesq, veja por exemplo Zabusky [14] e também Miles [8].

A equação de Boussinesq (1) com a, b positivos e sob a ação de um forte amortecimento, o que significa conter
um damping estrutural da forma cuxxt, com c > 0, modela as oscilações não lineares de uma barra na presença de
viscosidade. Neste contexto a equação (1) é reescrita na forma:

utt − (u+ cut + au2)xx + buxxxx = 0. (2)

Diversos autores estudaram problemas de valores iniciais e fronteira, para a equação (2) em domı́nios ciĺındricos,
veja por exemplo Varlamov [11], [12], [13] e as referências áı contidas. Problema de Cauchy também foram estudados,
veja por exemplo [9]. Recentemente, em [3] estudamos a existência, unicidade e decaimento exponencial de solução
para o problema de valores inicias e de fronteira para a equação de Boussinesq unidimensional (2) em domı́nios
com fronteira móvel. Neste trabalho, apresentamos um estudo do problema num domı́nio não ciĺındrico do Rn.

Problemas mistos em domı́nios não ciĺındricos podem ser encontrados em [5], [6],[7] e [10].

Sejam Ω ⊂ Rn um subconjunto aberto, conexo e limitado com fronteira Γ bem regular e Q o cilindro Ω× (0,∞)
cuja fronteira lateral é Σ = Γ × (0,∞). Dada uma função real positiva, duas vezes continuamente diferenciavel,
k : [0,∞)→ R, com k(0)=1, representamos por Ωt a deformação do aberto Ω por meio do valor k(t), isto é:

Ωt = {x ∈ Rn ; x = k(t) y com y ∈ Ω} , 0 ≤ t <∞ ,

e a fronteira de Ωt denotamos por Γt. Considere Q̂ o domı́nio não cilindrico em Rn+1 dado por

Q̂ =
⋃

0<t<∞

(
Ωt × {t}

)
,

cuja fronteira lateral denotamos por Σ̂.
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Neste trabalho, apresentamos resultados de existência, unicidade e decaimento exponecial de soluções fracas
globais para o seguinte problema de valores iniciais e de fronteira :

utt −∆
(
u+ ut + u2

)
+ ∆2u = 0 em Q̂,

u =
∂u

∂ν
= 0 em Σ̂,

u(x, 0) = u0(x) , ut(x, 0) = u1(x) para x ∈ Ω.

(3)
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solução generalizada para um problema de valor

inicial e de fronteira do tipo parabólico
Jorge Aragona ∗ & Antônio Ronaldo G. Garcia † & Stanley O. Juriaans ‡

O objetivo deste trabalho é generalizar um resultado de existência e unicidade para um problema de valor inicial

e de fronteira, abreviadamente PVIF, para uma equação parabólica devido a Colombeau e Langlais [2]. Para isto,

vamos usar os seguintes resultados da topologia cortante encontrados em [1] e [3].

Teorema 0.1. Sejam {Ων}ν∈N uma seqüência exaustiva de abertos para Ω, i.e., Ων é aberto, Ων ⊂⊂ Ων+1, ∀ ν ∈ N

e Ω =
⋃

ν∈N

Ων e X = {Xν}ν∈N uma famı́lia regularizante associada a {Ων}ν∈N, i.e., isto é, Xν ∈ D(Ων+1) e

Xν

∣

∣

∣

Ων

≡ 1, ∀ ν ∈ N, então Xlf −→
l→∞

f, ∀ f ∈ Gf (Ω) e, em conseqüência Gf c
(Ω) é denso em (Gf (Ω), τΩ f ).

Demonstração. Ver [3]

Teorema 0.2. Se ω é um aberto limitado de R
n, então Gf (ω) munido da topologia cortante τω,b é completa.

Demonstração. Ver [1]

Como corolário deste resultado, mas que não vamos usar aqui, temos que (Gf (Ω), τΩf ) é completa (ver [1]).

Ainda para a prova do nosso resultado principal é importante enunciar o seguinte:

Proposição 0.1. Se

P =
∑

|α|≤m

aα(x)∂α

é um operador diferencial parcial linear generalizado ODPLG (isto é, aα ∈ Gf (Ω), ∀ |α| ≤ m) e {fl}l∈N ⊂ Gf (Ω)

que é τΩ f -convergente a f , então P (fl) −→
l→∞

P (f). Em outros termos, P é τΩ f -cont́ınua.

Demonstração. Ver [3]

Serão úteis os seguintes resultados:

Lema 0.1 (Ver [2]). Para todo inteiro k existe um polinômio Pk ∈ P [X ] tal que se u0 ∈ D(Ω) então a solução u de











ut − ∆u + u3 = 0, em Q = Ω × [0, T ], T > 0

u(x, 0) = u0(x), em Ω

u(x, t) = 0 sobre ∂Ω×[0, T ]

(0.1)

satisfaz:

‖u‖
C

k(Q) ≤ Pk

(

‖u0‖C
2k+1(Ω)

)

. (0.2)

Teorema 0.3 (Ver [2]). Para toda u0 ∈ Gf (Ω) a valores reais com suporte compacto existe u ∈ Gf (Q) solução de



















ut − ∆u + u3 = 0, em Gf

(

Q
)

u

∣

∣

∣

Ω×{0}

= u0, em Gf

(

Ω
)

u

∣

∣

∣

∂Ω×[0,T ]

= 0, em Gf (∂Ω×[0, T ])

(0.3)
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Lema 0.2 (Ver [2]). Seja v ∈ C∞
(

Q
)











vt − ∆v + a0v = f, em Q
(

f ∈ C∞
(

Q
))

v(x, 0) = g(x), em Ω (g ∈ D(Ω))

v(x, t) = h(x, t), em ∂Ω×[0, T ] (h ∈ C∞(∂Ω×[0, T ])),

(0.4)

onde T > 0 é finito e onde a0(x, t) ≥ 0 em Q. Então para todo k ∈ N existe um polinômio Pk ∈ P [X ] com

coeficientes independente de a0, f, g e h tal que

‖v‖
Ck(Q) ≤ (‖f‖

C2k+1(Q) + ‖g‖
C2k(Ω) + ‖h‖C2k+1(∂Ω×[0,T ]))Pk

(

‖a0‖C2k+1(Q)

)

. (0.5)

Teorema 0.4 (Ver [2]). A solução de (0.3) é única.

Teorema 0.5. Suponhamos que o dado inicial do PVIF (0.3) u0 ∈ Gf (Ω). Então existe uma única u ∈ Gf

(

Q
)

tal

que u é solução de (0.3) com dado inicial u0.

Demonstração. Seja u0 ∈ Gf (Ω). Então existe uma seqüência {u0n}n∈N ⊂ Gf c
(Ω) tal que

u0n −→
n→∞

u0,

pois pelo Corolário 0.1, temos que Gf c
(Ω) é denso em Gf (Ω). Agora, pelo Teorema 0.3, para cada n ∈ N existe

un ∈ Gf (Q) tal que un é solução de (0.3) com dado inicial u0n correspondente. Mas isto é conseqüência do fato

que û0n representante de u0n está em D(Ω) e ûn representante de un está em C∞
(

Q
)

e é uma solução clássica de

(0.1) com dado inicial û0n. E, portanto, pelo Lema 0.1 para todo k ∈ N existe um polinômio Pk ∈ P [X ] tal que ûn

satisfaz (0.2), i.e.,

‖ûn‖Ck(Q) ≤ Pk

(

‖û0n‖C2k+1(Ω)

)

. (0.6)

Observe que agora, temos uma seqüência de soluções {un}n∈N ⊂ Gf

(

Q
)

do PVIF (0.3) associado à seqüência de

dados iniciais {u0n}n∈N ⊂ Gf c
(Ω). Vamos mostrar que existe u ∈ Gf

(

Q
)

tal que un −→
n→∞

u, i.e., {un}n∈N é uma

seqüência convergente em Gf

(

Q
)

. Como Gf

(

Q
)

é completo (Teorema 0.2) basta mostrarmos que {un}n∈N é uma

seqüência de Cauchy. Seja unm = un − um. Então unm é uma solução generalizada do PVIF do Lema 0.2. Dáı,

ûnm (representante de unm) satisfaz:

‖ûn − ûm‖
C

k(Q) ≤ ‖û0n − û0m‖
C

2k(Ω)Pk

(

‖â0‖C
2k+1(Q)

)

. (0.7)

É fácil ver que o primeiro fator do segundo membro da desigualdade (0.7) tende a zero quando n, m → ∞ e,

portanto, resta mostrar que

Pk

(

‖â0‖C
2k+1(Q)

)

(0.8)

é limitado para mostrarmos que {un}n∈N ⊂ Gf

(

Q
)

é uma seqüência de Cauchy em Gf

(

Q
)

. Feito isto resta agora,

mostrar que a função generalizada u ∈ Gf

(

Q
)

, limite das un ∈ Gf (Q) é a solução do PVIF (0.3) com dado inicial

u0 ∈ Gf (Ω). Para isto, seja P (u) = ut − ∆u + u3, então precisamos mostrar que 0 = P (un) −→
n→∞

P (u). Mas isto é

imediato da continuidade do operador derivação (ver 0.1) e da continuidade da multiplicação em Gf

(

Q
)

.
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e anaĺıticos, PhD thesis, Thesis, Universidade de São Paulo, 2006.

153



ENAMA - Encontro Nacional de Análise Matemática e Aplicações
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Solução numérica da equação de difusão com coeficientes

descont́ınuos em coordenadas polares

j. c. z. aguilar ∗ & n. m. kuhl †

Resumo

Problemas eĺıpticos com coeficientes variáveis aparecem na modelagem matemática de processos como trans-

ferência de massa e calor, difusão em meios compostos, fluxos em meios porosos, imagens por tomografia etc... A

pesar de que existem técnicas conhecidas para resolver o problema numericamente como, por exemplo [1] e [2],

aplicações de médio e grande porte precisam de um método cada vez mais rápido e eficiente.

O estudo da equação de difusão em coordenadas polares e ciĺındricas é importante em muitas aplicações médicas

e industriais [5], [9], em particular, o caso onde os coeficientes variáveis têm a caracteŕıstica de ser descont́ınuos

ainda merece atenção. Trabalhos nesta área podem ser encontrados em [3], [4], [6], [7] e [8].

Em coordenadas polares e em dimensão 2 a equação de difusão fica:

−1

r

[

∂

∂r

(

r σ(r, θ)
∂u(r, θ)

∂r

)

+
∂

∂θ

(

σ(r, θ)

r

∂u(r, θ)

∂θ

)]

= f(r, θ), (r, θ) ∈ Ω, (1)

Neste trabalho consideramos Ω como sendo o disco unitário e a equação eĺıptica (1) munida da condição de fronteira

tipo Dirichlet:

u(1, θ) = g(θ) (2)

Considera-se a equação (1), sendo σ(r, θ) descontinua numa interface Γ ⊂ Ω e o fluxo W (r, θ) é definido como:

W (r, θ) = −σ∇u =

[

−σ ∂u

∂r

− 1

r
σ ∂u

∂θ

]

=

[

W1

W2

]

Devido à natureza dos processos a solução e as componentes do fluxo são suaves na interface:

[u] = [W ] = 0, x ∈ Γ,

onde [.] denota a diferença dos limites de u à esquerda e à direita do ponto de descontinuidade.

A discretização do eixo radial é modificada para evitar a singularidade do pólo.

Neste trabalho, a interface é ortogonal aos eixos coordenados.

O presente trabalho tem como objetivo principal apresentar uma formulação e solução do problema de difusão

(1) junto a condição de fronteira (2) usando o método dos volumes finitos modificados seguindo os trabalhos [6] e

[7] onde foram apresentados bons resultados para o caso onde as coordenadas são cartesianas.

A dicretização da equação (1) usando o método dos volumes finitos fica:

hθ

[

ri+1/2(W1)i+1/2j − ri−1/2(W1)i−1/2j

]

+ hr

[

(W2)ij+1/2 − (W2)ij−1/2

]

= rihrhθϕij , (3)

onde ϕij = 1

rihrhθ

∫ ∫

Vij
f(r, θ)dA e Vij é um volume finito.

O método dos volumes finitos modificados usa o desenvolvimento das componentes do fluxo em serie de Taylor.

Desse desenvolvimento aparecem os esquemas numéricos a ser estudados e são conhecidos como esquema da média

harmônica (HA)[1] e esquema da média harmônica modificada (HIA)[7].

O esquema numérico HIA obtido da discretização (3) tem a forma:
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−hθ(1 + ai+1/2j − ai−1/2j)
−1

[

ri+1/2K
H

i+1/2j

(

ui+1j−uij

hr

)

− ri−1/2K
H

i−1/2j

(

uij−ui−1j

hr

)]

+

−hr(1 + aij+1/2 − aij−1/2)
−1

[

KH

ij+1/2

(

uij+1−uij

rihθ

)

− KH

ij−1/2

(

uij−uij−1

rihθ

)]

= rihrhθϕij ,
(4)

onde:

KH

i+1/2j
=

(

1

hr

∫

ri+1

ri
(1 − r−ri+1/2

ri+1/2

) dr

σ(r,θ)

)

−1

, ai+1/2j = KH

i+1/2j

1

h2
r

∫

ri+1

ri

r−ri+1/2

σ(r,θ)
dr

KH

ij+1/2
=

(

1

hθ

∫

θj+1

θj

dθ

σ(r,θ)

)

−1

, aij+1/2 = KH

ij+1/2

1

h
2

θ

∫

θj+1

θj

θ−θj+1/2

σ(r,θ)
dθ

No sistema (4) temos ainda que levar em consideração a condição de periodicidade e a condição de fronteira. O

sistema de equações que conduz os volumes finitos modificados e da forma:

Au = b, (5)

onde temos que para o esquema HA, A é uma matriz de coeficientes variáveis simétrica e definida positiva e no

caso do esquema HIA, A e uma M - matriz não simétrica.

Os resultados numéricos obtidos mostram que o método proposto apresenta bons resultados na solução do

problema de difusão com coeficientes descont́ınuos (1) e condição de fronteira (2) sendo um método a ser considerado

por se fácil de implementar e apresentar resultados mais acurados que alguns métodos tradicionais.
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Soluções Globais para Equações Diferenciais Parciais

Abstratas Impulsivas
Eduardo Hernández Morales, Hernán Henríquez&Sueli M. Tanaka Aki ∗

Nesse trabalho, nós discutimos a existência de soluções globais para uma equação diferencial funcional abstrata
da forma:

u′(t) = Au(t) + f(t, u(t), u(ρ(t)), t ∈ I, (0.1)

u(0) = u0, (0.2)

4u(ti) = Ji(u(ti)), i ∈ F, (0.3)

Nessa equação, A é o gerador infinitesimal de um C0 semigrupo de operadores lineares limitados (T (t))t≥0

definidos num espaço de Banach X; I = [0, a] ou I = [0,∞); os pontos ti, i ∈ F ⊂ N, são números fixos pertencents
ao interior de I; ρ : I → I, f : I × X2 → X, Ji : X → X, i ∈ F, são funções apropriadas e o símbolo 4ξ(t)
representa o salto da função ξ em t, que é definido por 4ξ(t) = ξ(t+)− ξ(t−).

Existência de solução fraca para I = [0, a]

Definição 1. Uma função u ∈ PC([0, a];X) é dita uma solução fraca do sistema (0.1)-(0.3) se (0.2), (0.3) estão
satisfeitas e

u(t) = T (t)u0 +
∫ t

0

T (t− s)f(s, u(s), u(ρ(s)))ds +
∑
ti<t

T (t− ti)Ji(u(ti)), t ∈ [0, a].

Vamos assumir as seguintes hipóteses:

H1 A função ρ : [0, a] → [0, a] é contínua e ρ(t) ≤ t, para todo t ∈ [0, a].

H2 A função f : [0, a]×X2 → X satisfaz as condições:

(a) A função f(t, ·) : X2 → X é contínua q.s. t ∈ [0, a];

(b) A função f(·, x) : [0, a] 7→ X é fortemente mensurável, para todo x ∈ X;

(c) Existem uma função contínua m : [0, a] → [0,∞) e uma função não-decrescente W : [0,∞) → (0,∞) tal
que

‖ f(t, x, y) ‖≤ m(t)W (‖ x ‖ + ‖ y ‖), t ∈ [0, a], x, y ∈ X.

H3 As aplicações Ji : X → X são completamente contínuas e uniformemente limitadas. Aqui Ni = sup{‖ Ji(x) ‖:
x ∈ X}.

Teorema 1. Suponhamos que as hipóteses H1,H2 e H3 estejam satisfeitas. Suponha, também, que as seguintes
propriedades sejam verificadas.

(a) Para todo t ∈ [0, a] e r > 0, o conjunto {T (t)f(s, x, y) : s ∈ [0, t], ‖ x ‖≤ r, ‖ y ‖≤ r} é relativamente compacto
em X.

(b) 2M

∫ a

0

m(s)ds <

∫ ∞

c

ds

W (s)
, com c = 2 (M ‖ u0 ‖ +

∑n
i=1 MNi).
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Então, existe uma solução fraca para o sistema (0.1)-(0.3).

Prova. Usamos o Teorema Alternativo de Leray-Schauder para a aplicação Γ : PC([0, a];X) → PC([0, a];X)
definida por

Γu(t) = T (t)u0 +
∫ t

0

T (t− s)f(s, u(s), u(ρ(s)))ds +
∑
ti<t

T (t− ti)Ji(u(ti)), t ∈ I. (0.4)

Existência de solução fraca para I = [0,∞)

Teorema 2. Suponha que a condição H3 valha e assuma que as hipóteses H1,H2 estejam satisfeitas para todo
a > 0. Suponha, que também sejam válidas:

(a) Para todo t > 0 e r > 0, o conjunto {T (t)f(s, x, y) : s ∈ [0, t], x, y ∈ Br(0, X)} seja relativamente compacto
em X;

(b) Para todo K > 0, limt→∞
1

g(t)

∫ t

0
m(s)W (Kg(s))ds = 0;

(c) c = M(‖ u0 ‖ +
∑∞

i=1 Ni) < ∞ and 2M
∫∞
0

m(s)ds <
∫∞

c
1

W (s)ds.

Então, existe uma solução fraca para o problema de Cauchy abstrato no caso I = [0,∞).

Exemplo 1. Consideremos o sistem diferencial parcial impulsivo:
∂

∂t
w(ξ, t) =

∂2

∂ξ2
w(ξ, t) + F (ξ, t, w(ξ, t), w(ξ, ρ(t))),

w(0, t) = w(π, t) = 0, t ≥ 0,

∆w(·, ti) = w(·, t+i )− w(·, t−i ) =
∫ π

0
pi(s, w(ξ, ti))ds,

(0.5)

onde (ti)i∈N é uma sequência estritamente crescente de números positivos.

(a) A função ρ : [0,∞) → [0,∞) é contínua e ρ(t) ≤ t para todo t ≥ 0.

(b) A função F : [0, π]× [0,∞)×R2 → R é contínua e existe uma função contínua, positiva η(·) : [0, π]×R → R
tal que

| F (ξ, t, w1, w2) |≤ η(ξ, t)(| w1 | + | w2 |), t ≥ 0, ξ ∈ [0, π], wi ∈ R.

(c) As funções pi : R2 → R, i ∈ N, são contínuas e existem constantes positivas Li tal que

| pi(t, s)− pi(t, s̄) |≤ Li | s− s̄ |, t, t̄ ∈ [0, π], s, s̄ ∈ R.

Teorema 3. Assuma que as condições (a)-(c) estão satisfeitas. Se

2
∫ ∞

0

η(·, s)0,πds +
∞∑

i=1

Li < 1,

então, existe uma solução fraca para o sistema impulsivo (0.5).

Referências
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soluções positivas para uma classe de problemas

eĺıpticos com blow-up no infinito
a. r. f. holanda ∗

Neste trabalho estudamos existência e comportamento assintótico de soluções para o seguinte problema
(rα|u′(r)|βu′(r))′ = λrγf(r, u(r), |u′(r)|)
u > 0 , r ≥ 0
u(0) = ξ , u′(0) = 0
u(r) −→∞ com r −→∞

(0.1)

onde α, β e γ são constantes reais, λ, ξ são parâmetros positivos e f : R+×R+×R+ −→ R+ é uma função cont́ınua,
satisfazendo as seguintes hipóteses:

(H1) α ∈ R, β > −1, γ ≥ θ = θ(α) onde

θ(α) =

{
α, se α ≥ 0
0, se α < 0

.

(H2) f(t, y, z) é não decrescente em y, z para cada t, z e t, y fixados, respectivamente.

(H3) Existe uma constante a > 0 tal que

∫ ∞
0

tγ−θf(t, a(φ(t) + 1), aφ′(t))dt <∞

onde φ(t) = 1
b t
b; b = b(α, β) = θ−α+β+1

β+1 .

A pesquisa sobre soluções tipo blow-up em diversas classes de equações diferenciais, tais como, equações eĺıpticas
com blow-up no infinito, tem despertado o interesse de um grande número de matemáticos nas últimas décadas,
onde destacamos os trabalhos de Cirstea e Radulescu [1], Lair e Wood [3] e Mohammed [4],[5].

O principal resultado deste trabalho pode ser aplicado a várias classes de tais problemas eĺıpticos. Por exemplo,
se α = γ = N − 1, β = p − 2 e f(x, u, |∇u|) = ρ(|x|)g(u) temos que as soluções de (0.1) são soluções radialmente
simétricas da equação 

∆pu = λρ(|x|)g(u), RN

u > 0, RN

u(x) −→∞ com |x| −→ ∞
(0.2)

onde ∆p é o operador Laplaciano, dado por, ∆pu = div
(
|∇u|p−2∇u

)
, 1 < p <∞.

Observamos que resolver (0.1) é equivalente a encontrar um ponto fixo do operador F := Fλξ dado por

(Fu)(r) = ξ +
∫ r

0

(
λs−α

∫ s

0

tγf(t, u(t), u′(t))dt
)1/β+1

ds,

definido em algum subconjunto de X := C1([0,∞)). Neste sentido, seguimos as idéias de Kusano e Swanson [2],
aplicamos o Teorema de Ponto Fixo de Schauder-Tychonov para obter o seguinte resultado:

∗UFCG, DME, PB, Brasil, angelo@dme.ufcg.edu.br
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Teorema 0.1. Se (H1) − (H3) valem, então existe λ0 > 0 tal que o problema (0.1) tem uma solução crescente
u ∈ C2([0,∞)), para todo λ ∈ (0, λ0] e para todo ξ ∈ (0, a]. Além disso a solução u satisfaz

ξ ≤ u(r) ≤ ξ(φ(r) + 1), r ≥ 0

e é estritamente convexa se α ≤ 0.
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[1] cirstea, f. & radulescu, v.-Blow-Up boundary solutions of semilinear problems, Nonlinear Anal. 48
(2002), 521-534.
[2] kusano, t. & swanson, c. a. Existence theorems for elliptic Monge-Ampére equations in the plane,
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Soluções positivas para equações eĺıpticas com

não-linearidades supercŕıticas
Paulo Rabelo ∗

Empregaremos métodos minimax para estabelecer a existência de uma solução limitada positiva para a equação
semilinear eĺıptica da forma

−∆u + V (x)u = P (x)|u|p−1u + Q(x)|u|q−1u em RN , (0.1)

onde N ≥ 3, 1 < q < p# < 2∗−1 ≤ p, p# = 2∗−1−4(α(N −2))−1 e α > 1. O termo não-linear possui crescimento
supercŕıtico e pode ser ilimitado na variável x, enquanto o potencial muda de sinal. As soluções do problema
serão obtidas por provarmos estimativas apriori para soluções de um problema auxiliar. Utilizaremos como espaço
ambiente o subespaço de H1(RN ) dado por

E =
{

u ∈ H1(RN ) :
∫

RN

V (x)u2 dx < ∞
}

.

O objetivo deste trabalho é estender ou complementar os resultados de existência para esse tipo de problema, no
sentido que usamos uma classe mais geral de potenciais e não-linearidades. Proporcionamos também uma resposta
positiva para a questão introduzida por Sirakov em [10] ao considerar o problema

−∆u + |x|au = |x|bup−1u em RN , (0.2)

onde a > b ≥ 0 e N ≥ 3. Em [10], o autor estabeleceu a existência de uma solução positiva para (0.2) quando
1 < p < p#. Por outro lado, usando a identidade de Derrick-Pohozaev, é mostrado que não existe solução para
p > p̃ = 2∗ − 1 + 2b/(a(N − 2))−1. Então um ”gap”[p#, p̃] permanece entre a região de existência e a região
de não existência do espaço. Neste trabalho, obtemos soluções para p ∈ [2∗ − 1, p̃ ) quando o potencial não é
necessariamente radial. Pelo nosso conhecimento, esta é a primeira vez que uma resposta positiva para esta questão
no caso não-radial aparece na literatura.

Assumiremos as seguintes hipóteses sobre o potencial:

(V1) Existe B > 0 tal que V (x) ≥ −B para todo x ∈ RN .

Para assegurar o mergulho cont́ınuo de E em H1(RN ), supomos que o primeiro autovalor do operador −∆ + V (x)
é positivo, ou seja,

(V2) λ1 = inf
u∈E,

‖u‖2=1

∫

RN

[|∇u|2 + V (x)u2] dx > 0.

Usamos a seguinte notação: se Ω ⊂ RN é aberto e 2 ≤ s < 2N/(N − 2), fazemos

νs(Ω) = inf
u∈H1

0 (Ω)

‖u‖s=1

∫

Ω

[|∇u|2 + V (x)u2
]

dx

e νs(∅) = ∞. Com o objetivo de obtermos compacidade, consideramos também as seguintes hipóteses:

(V3) limR→∞ νs(RN\BR) = ∞.
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(V4) Existe uma função K(x) ∈ L∞loc(RN ), com K(x) ≥ 1, e constantes α > 1, c0, R0 > 0 tais que

K(x) ≤ c0

[
1 +

(
V +(x)

)1/α
]

para todo |x| ≥ R0,

onde V +(x) = maxx∈RN {0, V (x)}.

Quanto à não-linearidade, assumimos que P, Q ∈ C(RN ,R) são não-negativas e podem ser ilimitadas em x desde
que o crescimento de P e Q seja controlado pelo crescimento de V (x). Mais precisamente,

(H) P (x) + Q(x) ≤ cK(x) para todo x ∈ RN .

Nosso principal resultado para o problema (0.1) é o seguinte:

Teorema 0.1. Suponhamos que (V1)–(V4) e (H) valem. Então o problema (0.1) tem uma solução positiva forte
u ∈ C1(RN ) ∩H1(RN ) proposto que uma das seguintes condições seja satisfeita:

(i) Q(x) 6≡ 0 e P (x) é positiva em algum lugar;

(ii) Q(x) ≡ 0 e P (x) é ilimitada.
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soluções positivas para problemas com o p-laplaciano

em RN com uma não-linearidade genérica
E. Gloss ∗

Neste trabalho estudamos existência e concentração de soluções positivas para equações da forma

−εp∆pu + V (x)|u|p−2u = f(u), x ∈ RN (1)

onde ε é um parâmetro positivo pequeno, ∆pu = div(|∇u|p−2∇u) é o operador p-Laplaciano e 1 < p < N .
Problemas deste tipo são motivados pelo caso semilinear, p=2, cujas soluções são ondas estacionárias para a

equação de Schrödinger não linear dada por

i~
∂ψ

∂t
+
~2

2
∆ψ − V (x)ψ + f(ψ) = 0, (t, x) ∈ R× RN .

Em nosso trabalho, o potencial V : RN → R é uma função cont́ınua satisfazendo as seguintes condições:

(V1) V é limitado inferiormente por uma constante positiva, isto é, infx∈RN V (x) = V0 > 0;

(V2) existe um domı́nio limitado O de RN tal que m ≡ infx∈O V (x) < infx∈∂O V (x).

Para provar a existência de soluções positivas para problemas do tipo (1) muitos trabalhos, entre os quais [2] e
[3], consideram uma condição de monotonicidade sobre t1−pf(t) e a conhecida condição de Ambrosetti-Rabinovitz.

Nosso objetivo é obter resultados semelhantes aos atingidos por Byeon and Jeanjean em [1], para o caso do
Laplaciano, onde eles consideram condições sobre a não linearidade f ditas serem ótimas e diferentes das citadas
acima.

Consideramos f : R+ → R uma função cont́ınua satisfazendo:

(F1) limt→0+ f(t)/tp−1 = 0;

(F2) existe algum q ∈ (p− 1, p∗ − 1) tal que lim supt→∞ f(t)/tq < ∞, onde p∗ = Np/(N − p);

(F3) existe T > 0 tal que mT p < pF (T ), onde F (t) =
∫ t

0
f(s)ds.

Denotemos
M≡ {y ∈ O | V (y) = m}.

O teorema seguinte é o nosso principal resultado.

Theorem 0.1. Seja 1 < p < N e suponha que (V1) − (V2) e (F1) − (F3) são satisfeitos. Então para ε > 0
suficientemente pequeno existe uma solução positiva uε de (1), a qual satisfaz

(i) existe um ponto de máximo xε de uε tal que limε→0 dist(xε,M) = 0, e, para tais xε, wε(x) ≡ uε(εx + xε)
converge (a menos de subsequência) uniformemente a uma solução de menor energia de

−∆pu + mup−1 = f(u), u > 0, u ∈ W 1,p(RN ). (2)

(ii) uε(x) ≤ C exp(−(c/ε)(|x− xε|)) para algumas constantes C, c > 0.

Idéia da prova: Consideramos uma modificação adequada da função f , denotada por g, e, escrevendo Vε(x) =
V (εx), buscamos solução positiva para o problema

−∆pu(x) + Vε(x)|u(x)|p−2u(x) = g(εx, u(x)), x ∈ RN . (3)
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Definimos Pε : Hε → R, Qε : Hε → R e Jε : Hε → R por

Pε(u) =
1
p

∫

RN

|∇u|p + Vε(x)|u|pdx−
∫

RN

G(εx, u)dx, Qε(u) =
(∫

RN

χε(x)|u|pdx− 1
) q+1

p

+

e Jε = Pε + Qε

onde Hε é o completamento de C∞c (RN ) com respeito à norma ‖u‖p
ε =

∫
RN |∇u(y)|p + Vε(y)|u(y)|pdy e, para µ > 0

arbitrário fixado, χε(y) = 0 se εy ∈ O e χε(y) = ε−µ se εy /∈ O. Fixando U uma solução de menor energia
do problema (2) (a qual existe por [4]), consideramos uma função corte ϕ conveniente e, para Ut(x) = U(x/t) e
ϕε(x) = ϕ(εx), vemos que existe t0 > 0 tal que

Jε(ϕεUt0) < −2 para ε > 0 suficientemente pequeno.

Definindo Cε = infγ∈Γε maxs∈[0,1] Jε(γ(s)) provamos que limε→0 Cε = Em, onde Em é o ńıvel de menor energia do
funcional associado ao problema (2) e Γε = {γ ∈ C([0, 1],Hε)|γ(0) = 0 e γ(1) = ϕεUt0}. Usando estes resultados e
argumentos de deformarção, provamos a existência de uma sequência P-S (un) em um conjunto limitado apropriado
de Hε, para ε > 0 pequeno. Tomando uε o limite fraco de (un) em Hε, vemos que de fato esta convergência é
forte, e assim uε é um ponto cŕıtico de Jε. Além disso, verificamos que uε > 0 se ε > 0 é suficientemente pequeno.
Usando o método iterativo de Moser, obtemos que (uε) é limitado em L∞(RN ). Baseando-se nisto e usando um
prinćıpio de comparação provamos um decaimento exponencial para uε

uε(x) ≤ C exp(−c dist(x,M2δ
ε )) para todo x ∈ RN

onde C, c > 0 são constantes independentes de ε, M2δ
ε = {x ∈ RN |dist(x,Mε) ≤ 2δ} e Mε = {x ∈ RN |εx ∈ M}.

Desta forma vemos que Qε(uε) = 0 para ε pequeno. Ou seja, uε é uma solução positiva para o problema (3). Além
disso, g(εx, uε) = f(uε) e definindo vε(x) = u(x/ε) temos vε solução do problema (1). As demais propriedades das
soluções são obtidas no decorrer da construção.
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solutions of a semilinear wave equation with nonlinear

boundary dissipation
Aldo T. Louredo ∗ & M.Milla Miranda †

In this work we study the existence and the decay of solutions of the following nonlinear hyperbolic problem:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u′′ −∆u + f(., u) + g(., u′) = 0 in Ω×]0,∞[;

u = 0 on Γ0×]0,∞[;

∂u

∂ν
+ h(., u′) = 0 on Γ1×]0,∞[;

u(0) = u0, u1 in Ω.

Here Ω is an open bounded set of Rn whose boundary Γ ∈ C2 is constituted by two disjoint closed sets Γ0 and Γ1

both with positive Lebesgue’s measure; ν(x) is the outward unit normal at x ∈ Γ1; f(x, s), g(x, s) are real functions
defined on Ω× R and h(x, s) a real function defined on Γ1 × R.

In order to state our main result we introduce the following hypotheses:
(H1) Assume that f, g ∈ C0(R;L∞(Ω)) with f(x, s) and g(x, s) non decreasing in s for a.e. x ∈ Ω and f(x, 0) =
0, g(x, 0) = 0 for a.e. x ∈ Ω and f(x, s) is Lipschitian in s ∈ R, uniformly on Ω, that is,

|f(x, s)− f(x, r)| ≤ f0|s− r|, ∀s, r ∈ R for a.e. x ∈ Ω (f0 positive constant);

(H2) |g(x, s)| ≤ c∗|s|, ∀s ∈ R for a.e x ∈ Ω (c∗ positive constant);
(H3) and h ∈ C0(R;L∞(Γ1)) non decreasing in s for a.e. x ∈ Γ1; satisfying h(x, 0) = 0 and

[h(x, s)− h(x, r)](s− r) ≥ h0(s− r)2, ∀s, r ∈ R for a.e x ∈ Γ1 (h0 positive constant);

Consider the Hilbert space

V = {v ∈ H1(Ω); v = 0 on Γ0}

equipped with Dirichlet scalar product.

Theorem 0.1. Assume hypotheses (H1)-(H3). Consider u0 and u1 such that

u0 ∈ D(−∆), u1 ∈ H1
0 (Ω)

Then there exists a function u in the class

u ∈ L∞loc(0,∞;V ) , u′ ∈ L∞loc(0,∞;V ) , u′′ ∈ L∞loc(0,∞;L2(Ω)).

such that ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u′′ −∆u + f(., u) + g(., u′) = 0 in L2

loc(0,∞;L2(Ω));

∂u

∂ν
+ h(., u′) = 0 in L1

loc(0,∞;L1(Γ1));

u(0) = u0, u′(0) = u1
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Corollary 0.1. Under the supplementary hypothesis

|h(x, s)| ≤ d∗|s|, ∀s ∈ R, for a.e x ∈ Γ1 (d∗ positive constant),

there exists a unique function u in the class

u ∈ L∞loc(0,∞;V ) ∩ L2
loc(0,∞;H

3
2 (Ω)), u′ ∈ L∞loc(0,∞;V ), u′′ ∈ L∞loc(0,∞;L2(Ω)).

such that ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u′′ −4u + f(., u) + g(., u′) = 0 in L2

loc(0,∞;L2(Ω));

∂u

∂ν
+ h(., u′) = 0 in L2

loc(0,∞;L2(Γ1))

u(0) = u0, u′(0) = u1

Proof of Therem We use the Galerkin method with a special basis of V ∩H2(Ω), approximate the functions g

and h by the Strauss’approach and apply a Trace Theorem.
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651

[11] zuazua, e.- Uniform stabilization of the wave equation by nonlinear boundary feedback, SIAM J. Control
Optim. 28 (1990), 466-478.

165



ENAMA - Encontro Nacional de Análise Matemática e Aplicações
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Stability of the null solution of the equation

x
′
(t) = −a(t)x(t) + b(t)x([t])

m. a. bená ∗ & s. a. s. marconato † & w. seixas ‡

Abstract

The asymptotic stability of the null solution of the differential equation x
′
(t) = −a(t)x(t) + b(t)x([t]) with

argument [t], where [t] designates the greatest integer function, is studied by means of dichotomic maps.

Summary

The study of differential equations by using dichotomic maps has been the subject of some investigations such
as Carvalho & Ferreira [2], Bená & Dos Reis [1], Carvalho & Marconato [3], Marconato [4,5,7] and Marconato &
Spezamiglio [6]. In [3] Carvalho and Marconato presented the method of dichotomic maps to study the stability of
the null solution of certain differential equations with piecewise continuous argument, and in [5] Marconato proved
that the null solution of the equation x

′
(t) = cx(t) + bx([t]), t ≥ 0 is asymptotically stable, since c ≤ −δ < 0,

|b| < kδ, δ > 0 and k ∈ (0, 1).
The aim of this work is to extend the result to the equation

x
′
(t) = −a(t)x(t) + b(t)x([t]) (1.1)

with imposed conditions about the functions a(t) and b(t).
This equation is a particular case of the equation

x′(t) = f(t, x(t), x([t])) (1.2)

where f : R × Rn × Rn → Rn is a continuous map with f(t, 0, 0) = 0 for all t ∈ R. We denote by x(., to, ψ) the
solution of (1.2) with xto

(., to, ψ) = ψ and

xt(., to, ψ)(θ) = x(t+ θ, to, ψ), θ ∈ [−1, 0] (1.3)

ψ ∈ C, where C denotes the Banach space of the continuous maps from [-1,0] into Rn.
The solution through ψ ≡ 0, that is, x(., to, 0), is the null solution.
If V : R×Rn → R is a continuous map, roughly speaking, we say that V is dichotomic with respect to (1.2) if, for
all points where the derivative with respect t of V along (1.2) is nonnegative at time t, then there exists a previous
instant t, t < t such that V (t, x(t)) ≤ V (t, x(t)).
V is strictly dichotomic with respect to (1.2) when:
(i) if V is as above, then we must have p(V (t, x(t)) < V (t, x(t)) with p continuous and nondecreasing, p(y) > y,
y ∈ (0, δ) for some δ > 0 and t− t ≤M <∞, and
(ii) if the derivative with respect to t of V along a solution tends to zero as t → ∞ and if V tends to a constant

function as t→∞, it must imply that this solution tends to the null solution as t→∞.
We will use the following results [3] to prove the desired result:

∗FFCLRP, USP, Ribeiräo Preto, SP, Brasil, mabena@ffclrp.usp.br
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Theorem 0.1. : Let u, v : R+ → R+ be continuous, nondecreasing functions, which are positive for s > 0 and
u(0) = v(0) = 0. If there exists a positive definite dichotomic map with respect to (1.2), V : R×Rn → R such that

u(|x|) ≤ V (t, x) ≤ v(|x|), t ∈ R, x ∈ Rn,

then the null solution of (1.2) is stable.

Theorem 0.2. Let V be a continuously differentiable strictly dichotomic map with respect to (1.2) in Theorem
(0.1). Then, the null solution of (1.2) is asymptotically stable.

Now, we present the main result:

Theorem 0.3. Let a : R+ → R∗
+ and b : R+ → R be a continuous maps such that 0 < c ≤ a(t) < +∞ and

| b(t) |≤ b < µ.c for all t and for some 0 < µ < 1. Then the null solution of (1.1) is asymptotically stable.

Proof The idea of the proof is to suppose V ′(xt) ≥ 0 for some t with V (x) = x2

2 , that is,

V ′(xt) = x(t).x′(t) = x(t)[−a(t)x(t) + b(t)x([t])] ≥ 0

and to analyze the cases x(t) ≥ 0 and x(t) < 0, with the considerations of the signal of b(t) and x([t]).
We observe that, if V ′(xt) ≥ 0, then b(t) 6= 0 and, for example, if x(t) ≥ 0 with V ′(xt) ≥ 0, it follows that
b(t)x([t]) ≥ a(t)x(t) and by considering b(t) > 0 and x([t]) ≥ 0, we have that

x([t]) ≥ a(t)
b(t)

x(t) ≥ c

b
x(t) >

1
µ
x(t)

and therefore, x2([t])
2 > x2(t)

2µ2 .
By considering the map p(y) = y

µ2 for y > 0, we have that p(V (x(t)) < V (x([t])), that is, if V ′(xt) ≥ 0 for some t,
we have, in this case, an anterior instant, [t], such that p(V (x(t)) < V (x([t])) and therefore, the map V is a strictly
dichotomic map with respect to (1.1) and, by Theorem (0.2), the null solution of (1.1) is asymptotically stable.
The proof is analogous at the other cases.
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Summability properties of multilinear mappings
O. Blasco ∗ G. Botelho † D. Pellegrino ‡ P. Rueda §

In this note we present several new coincidence results for absolutely summing mappings. We also present a
generalization of the celebrated Littlewood 4/3-Theorem.

1 Coincidence results

For 0 < p, p1, p2, . . . , pn ≤ ∞ , we assume that 1
p ≤ 1

p1
+ · · ·+ 1

pn
. A multilinear mapping A ∈ L(E1, . . . , En; F ) is

absolutely (p; p1, p2, . . . , pn)-summing if there exists C > 0 such that

‖(A(x1
j , x

2
j , . . . , x

n
j ))j‖p ≤ C

n∏

i=1

‖(xi
j)j‖w,pi

for all finite family of vectors xi
j in Ei for i = 1, 2, . . . , n. The infimum of such C > 0 is called the (p; p1, . . . , pn)-

summing norm of A and is denoted by π(p;p1,...,pn)(A). Let Π(p;p1,p2,...,pn)(E1, . . . , En; F ) denote the space of all
absolutely (p; p1, p2, . . . , pn)-summing n-linear mappings from E1×· · ·×En to F endowed with the norm π(p;p1...,pn).
When F = K we just write Π(p;p1,p2,...,pn)(E1, . . . , En)

Theorem 1.1. Let n ≥ 2, 1 ≤ pi ≤ ∞, pn ≥ 2 and

n− 3
2
≤ 1

p1
+ · · ·+ 1

pn
.

If E′
n has the Littlewood-Orlicz property and

n− 3
2
≤ 1

p1
+ · · ·+ 1

pn
− 1

p
,

then L(E1, . . . , , En) = Π(p;p1,...,pn)(E1, . . . , En).

Theorem 1.2. Let n ≥ 2 and E1, . . . , En be Banach spaces such that E′
3, . . . , E

′
n have the Littlewood-Orlicz property

and every continuous bilinear form on E1 × E2 is 2-dominated. Then L(E1, . . . , , En) = Π(1;2,...,2)(E1, . . . , En).

Corollary 1.1. Let E1, . . . , En be Banach spaces such that E1 = E2 and each Ej is either an L∞-space, the disc
algebra A or the Hardy space H∞. Then L(E1, . . . , , En) = Π(1;2,...,2)(E1, . . . , En).

The same reasoning gives the following result:

Theorem 1.3. If E′
2, . . . , E

′
n have the Littlewood-Orlicz property and A: E1 × · · · × En −→ K is multilinear and

bounded, then L(E1, . . . , , En) = Π(1;1,2,...,2)(E1, . . . , En).

Theorem 1.4. Let 1 ≤ r ≤ 2. If L(2E) = Π(1;r,r)(2E) and π(1;r,r) ≤ C‖ · ‖, then

(i) For n even, L(nE) = Π(1;r,...,r)(nE) and π(1;r,...,r) ≤ Cn/2‖ · ‖.

(ii) For n ≥ 3 and odd, L(nE) = Π(r;r,...,r)(nE) and π(r;r,...,r) ≤ C(n−1)/2‖ · ‖.
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2 An extension of Littlewood’s 4/3 theorem

One of the versions of the celebrated Littlewood 4/3 Theorem asserts that if T : c0× c0 → K is a continuous bilinear
form, then (

∑
j,k

|T (ej , ek)|4/3

)3/4

≤ c ‖T‖ (2.1)

with c =
√

2. In [1, p. 463] it is proved that in the complex case the best constant c satisfying (2.1) is dominated
by 21/4K

1/2
G , i.e.,

c ≤ 21/4K
1/2
G , (2.2)

where KG is Grothendieck’s constant (note that 21/4K
1/2
G <

√
2 in the complex case since KG <

√
2 in this case).

In this section we extend Littlewood’s Theorem to a more general setting and also improve the estimate (2.2)
for the case of K = C.

Given a matrix mjk we write
‖(mjk)‖`p(`q) = (

∑

k

(
∑

j

|mjk|q)p/q)1/p.

If a and β are matrices, we denote by (β ◦ a)jk the product of β and a, that is

(β ◦ a)jk =
∑

l

βjlalk.

Theorem 2.1. Let A ∈ L(2c0;C). If a = (ajk)j,k := (A(ej , ek))j,k, 1 ≤ p ≤ 2 and 1
q = 1

2 + 1
p′ , then

‖(β ◦ a)jk‖`p(`q) ≤ KG‖A‖‖(βjk)‖`∞(`2),

that is 


∑

k


∑

j

|
∑

l

βjlA(el, ek)|q



p/q



1/p

≤ KG‖A‖ sup
k


∑

j

|βjk|2



1/2

.

In particular, selecting β as the identity matrix,




∑

k


∑

j

|A(ej , ek)|q



p/q



1/p

≤ KG‖A‖.

Selecting p = 4/3 we recover Littlewood’s Theorem, that is (A(ej , ek))jk ∈ `4/3(N2).

Remark 2.1. It is known that KG ≤ 1, 405 <
√

2 in the complex case. So, we can conclude that

KG < 21/4K
1/2
G

and hence the constant obtained in the previous theorem improves the estimate given in [1, p. 463] for the complex
case.
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Teoria de regularidade para problemas eĺıpticos com

obstáculo em ambientes de dimensões infinitas
Eduardo Teixeira ∗

Dado uma membrana u em um domı́nio D e um obstáculo ϕ, um importante problema em matemática aplicada
é encontrar a posição de equiĺıbrio da membrana em repouso em cima do obstáculo. Esta classe de problemas, na
literatura conhecida como problemas do tipo obstáculo, tem promovido avanços revolucionários em diversas áreas
da matemática pura e aplicada. Sua versão mais simples pode ser matematicamente formulada da seguinte forma:
dado um domı́nio D, uma função g: ∂D → R, e uma função ϕ: D → R,

Minimize
{∫

∂D

|∇v|2dX : v ∈ H1(D), v = g na ∂D e v ≥ ϕ

}
. (1)

O estudo do problema acima teve ińıcio com importantes trabalhos de Stampacchia, Jacques-Louis Lions,
Kinderlehrer, Brezis, dentre outros. Propriedades geométricas e regulares da fronteira livre, ∂{u > ϕ}, foram
estabelecidos por Luis Caffarelli, [1], em um artigo revolucionário, cujo a importância seria dificilmente exagerada.

Problemas do tipo obstáculo são utilizados hoje em dia em modelamentos matemáticos de uma diversidade de
fenômenos f́ısicos. Interpretações probabilisticas permitem a infiltração desta teoria em problemas emergentes da
matemática financeira, da teoria de controles estocásticos ótimos, dentre muitos outros.

Não é dif́ıcil observar que uma solução do problema acima deve satisfazer a seguinte equação totalmente não
linear:

min {∆u, u− ϕ} = 0. (2)

De fato, equação (2) é equivalente ao problema de minimização (1). A vantagem da interpretação (2) é que
possibilita estendermos a teoria de problemas do tipo obstáculo para sistemas modelados por equações que não
admitem caracterizações variacionais, como por exemplo, equações eĺıpticas da forma não divergente, aij(X)Dijv,
ou mais geralmente, operadores totalmente não lineares, F (D2v), bem como problemas modelados em espaços de
dimensões infinitas.

Em colaboração com Andrzej Świȩch da Georgia Institute of Technology, iniciamos o estudo de problemas do
tipo obstáculo modelados por operadores totalmente não lineares em espaços de Hilbert. A motivação inicial do
programa tem raizes em questionamentos modernos na teoria de controle ótimo e interpretações probabilisticas e
estocásticas da teoria. Não obstante, do ponto de vista abstrato, nosso trabalho, [2], abre uma promissora nova
área de pesquisa: o estudo de propriedades geométricas e qualitativas de problemas de fronteira livre em espaços
de dimensões infinitas.

O primeiro passo na elaboração do projeto é a definição apropriada de eliticidade para operadores em dimensões
infinitas. Nesta direção introduzimos a seguinte definição:

Definição 1. Seja H um espaço de Hilbert separável e Q um operator da classe do traço. S(H) denota o espaço de
todos os operadores auto-adjunto em H. Uma função cont́ınua F :S(H) → R será chamada “Q-eĺıptica”se existirem
contantes 0 < λ ≤ Λ tais que

−ΛTr(QY ) ≤ F (X + Y )− F (X) ≤ −λTr(QY ), ∀X,Y ∈ S(H), Y ≥ 0. (3)

Um exemplo de um operator Q-eĺıptico é

F (D2u) = −Tr(QD2u),
∗Universidade Federal do Ceará, teixeira@math.rutgers.edu
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o qual responde pela estensão de problemas modelados pelo Laplaciano em espaços euclidianos. Observe que o
operator Q não é necessariamente positivo; portanto F pode ser totalmente degenerada em várias direções.

O problema do tipo obstáculo, governado por um operador Q-eĺıptico em um espaço de Hilbert, H, toma então
a seguinte forma:

Problema 1 (Problema do tipo Obstáculo). Dado um obstáculo ϕ:H → R, encontre uma função u:H → R
satisfazendo

1. u ≥ ϕ em H.

2. F (D2u) ≥ 0 em H.

3. F (D2u) = 0 em {u > ϕ}.

4. lim
|x|→∞

u(x) = 0.

Os itens 2 e 3 acima devem ser entendidos no sentido da viscosidade; portanto o problema acima pode ser
re-escrito da seguinte forma: encontre uma função u: H → R que se anula nos fins de H e que seja uma solução no
sentido da viscosidade da Equação Diferencial Parcial

min
{
F (D2u), u− ϕ

}
= 0 em H. (4)

Para sumarizar os resultados que demonstramos, permita-nos inclúı-los em um único teorema:

Teorema 1 (Świȩch & T.). Seja ϕ um obstáculo uniformemente cont́ınuo e limitado superiormente. Sob a hipótese
que Q possui pelo menos 3(três) autovalores positivos, o problema 1 possui uma única solução, u. Ademais u gaza
do mesmo móludo de continuidade que ϕ, em particular, u é Lipschitz cont́ınua se ϕ o for. Se assumirmos que F

é concavo e ϕ semi-convexo, u é de classe W 2,∞
Q (H), que representa a regularidade ótima do problema.

Algumas observações finais sobre o teorema acima. A hipótese que Q possui pelo menos 3(três) autovalores posi-
tivos, é necessária, já que o problema 1 não admite solução no plano nem na reta. A regularidade ótima do problema,
(1) é C1,1. Isto porque ∆u desenvolve descontinuidade ao passar pela fronteira livre, ∂{u > ϕ}. A reguaridade
ótima corespondente ao problema 1 é W 2,∞

Q (H), espaço introduzido e desenvolvido em [2]. Contudo, mesmo para
operadores uniformemente eĺıpticos, F (D2u) em espaços euclidianos, convavidade de F é uma condição necessária
para regularidade C1,1 da solução do problema do obstáculo. Isto porque apenas sob tal condição esta dispońıvel
estimativas C2,α para soluções de F (D2u) = 0. Propriedades regulares da fronteira livre do problema encontram-
se sob invenstigção, no (ambisioso) intúito de estender a teoria do Caffarelli, [1], para problemas modelados em
dimensões infinitas.

· · ·
...
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the approximate fixed point property in hausdorff

topological vector spaces and applications
C. S. Barroso ∗

In fixed point theory, one of the main subject of investigation is the fixed point property for a topological space.
Recall that a topological space C is said to have the fixed point property if every continuous map f : C → C has a
fixed point. The well-known Schauder-Tychonoff’s fixed point theorem [8,9] is the main contribution on this topic,
providing us with a large and rich variety of approaches to solve nonlinear problems. It states that every compact
convex subset of a locally convex space has the fixed point property. Nowadays, there are several celebrated works
concerning generalizations and improvements of this result. We refer to the reader to [3,7] and references therein.

Another fruitful line of research, which is very closely related to the one mentioned above, is the approximate
fixed point property for a topological space, which concerns the possibility of proving the existence of a sequence
{xn} in C such that xn − f(xn) → 0. This is a current area of investigation in fixed point theory with many
supporters in applied sciences. In game theory, for instance, many pratical situations where one wishes to bring
out the solution of one a given functional equation, an approximate solution would be more than sufficient. In this
case, approximation techniques via fixed points could be useful in solving many of these problems. Examples of
such circumstances include the Nash approximation problem in game theory, see [2] and some of its references.

In the process of finding approximate solutions for a given functional equation, for example, many important
difficulties can arise when we are using approximation methods via fixed points. Let us make a little comment on
this: Suppose we are interesting in solving a class of nonlinear problems. It is natural to choose a functional space
where one wishes to establish existence results. From the mathematical point of view, it is worthwhile to point out
that in general such spaces are infinite dimensional vector spaces. Thus, it is also natural to endow the space with
a vector topology that best fits the problem. Nevertheless, can still arise some technical problems as for example,
the chosen topology may not be compatible with the notion of continuity of the associated operator to the problem.
On the other hand, even if this were not the case, there could situations where we cannot find approximate fixed
points if the topology is not so appropriated to this end. For instance,

Teorema 0.1. Let C be a noncompact convex subset of a Banach space. Then there exists a continuous mapping
f : C → C such that

inf
x∈C

‖x− f(x)‖ > 0.

This result is due to Klee [5,6], see also [4] for a Lipschitzs version of it. Notice that in this case, the strong
topology of a Banach space is not the more suitable topology to approximate fixed points of a continuous mapping.
In view of the foregoing, it is important to build alternative but plausive results to overcome such difficulties. The
main focus of this brief talk will be on precisely the following question:

Question. Let C be a weakly compact convex subset of a Banach space and f : C → C a continuous (in norm
topology) mapping. Is there a sequence {xn} in C such that

xn − f(xn) ⇀ 0?

We give a positive answer for this question and explore some of their generalizations, see [1] for more details.

∗Universidade Federal do Ceará, Campus do Pici, CE, Brasil, cleonbar@mat.ufc.br

172



References

[1] barroso, c. s. - The approximate fixed point property in Hausdorff topological vector spaces and applications.
To appear in Fixed Point Theory and Applications, 20 pages (2008).
[2] branzei, r., morgan, j., scalzo, v., tijs, s., Approximate fixed point theorems in Banach spaces with
applications in game theory., J. Math. Anal. Appl. 285 (2003), no. 2, 619–628.
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tipos de holomorfia e espaços de funções inteiras de

tipo limitado
V. V. Fávaro ∗ & A. M. Jatobá †

Neste trabalho, introduzimos os espaços de funções inteiras de Θ-tipo de holomorfia de tipo limitado e provamos
resultados envolvendo estes espaços. Mais precisamente, “constrúımos um algoritmo”para obter resultados de
dualidade via trasformada de Borel e resultados de existência e aproximação para equações de convolução sobre
tais espaços. Os resultados que provamos generalizam resultados deste tipo obtidos por C. Gupta [2], B. Malgrange
[3], M. Matos [4], X. Mujica [5].

Introduziremos abaixo as funções de Θ-tipo de holomorfia de tipo limitado e algumas propriedades sobre um
tipo de holomorfia Θ. E e F denotarão espaços de Banach complexos.

Definição 0.1. Seja (PΘ(mE; F ))∞m=0 um tipo de holomorfia de E em F . Dizemos que f ∈ H(E; F ) é de Θ-tipo
de holomorfia de tipo limitado se

(i) 1
m! d̂

mf(0) ∈ PΘ(mE; F ), para todo m ∈ N0 = {0, 1, 2, . . .},

(ii) limm→∞
(

1
m!‖d̂mf(0)‖Θ

) 1
m

= 0.

O subespaço vetorial de H(E;F ) de todas funções f de Θ-tipo de holomorfia de tipo limitado é denotado por
HΘb(E;F ).

Definição 0.2. Seja (PΘ(mE;F ))∞m=0 um tipo de holomorfia de E em F . O tipo de holomorfia Θ é um π1-tipo
de holomorfia se satisfaz as seguintes condições:

(1) ‖φm ⊗ b‖Θ = ‖φ‖m‖b‖ para todo φ ∈ E′, b ∈ F e m ∈ N0;

(2) Para cada m ∈ N0, Pf (mE;F ) é denso em (PΘ(mE;F ), ‖ · ‖Θ). Pf (mE; F ) denota o espaço dos polinômios
homogêneos de tipo finito.

Definição 0.3. Seja (PΘ(mE))∞m=0 um π1-tipo de holomorfia de E em C. Dizemos que f ∈ H(E′) é de Θ′-tipo
exponencial se d̂mf(0) ∈ PΘ′(mE′), para todo m ∈ N0, e se existem constantes C ≥ 0, c > 0 tais que

‖d̂mf(0)‖Θ′ ≤ Ccm,

para todo m ∈ N0.

O espaço vetorial de todas essas funções é denotado por ExpΘ′(E′).

A partir dessas definições podemos enunciar o resultado que garante o isomorfismo algébrico da transformada
de Borel.

Teorema 0.1. Se Θ é um π1-tipo de holomorfia de E em C, então a aplicação

B: [HΘb(E)]′ → ExpΘ′(E′),

dada por BT (φ) = T (eφ), para todo T ∈ [HΘb(E)]′ e φ ∈ E′, estabelece um isomorfismo algébrico entre estes
espaços.

∗Universidade Federal de Uberlândia, MG, Brasil, e-mail: favaro@famat.ufu.br.
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Definição 0.4. Seja (PΘ(mE))∞m=0 um tipo de holomorfia de E em C. O tipo de holomorfia Θ é um π2-tipo de
holomorfia se T (Â·k) ∈ PΘ(m−kE) e

‖T (Â(·)k)‖Θ ≤ Cρk‖P‖Θ,

para k ∈ N0, k ≤ m, T ∈ [HΘb(E)]′, P ∈ PΘ(mE) e constantes positivas C e ρ convenientes.
O polinômio T

(
Â(·)k

)
de E em C é dado por T

(
Â(·)k

)
(y) = T

(
A(·)kym−k

)
, onde P = Â.

Definição 0.5. Sejam U um subconjunto aberto de E e F(U) uma coleção de funções holomorfas de U em C.
Dizemos que F(U) é fechado para divisão se, para f e g em F(U), com g 6= 0 e h = f/g uma função holomorfa
em U , tivermos h pertencente a F(U).

Enunciaremos agora os teoremas de aproximação e existência de soluções para equações de convolução, respec-
tivamente.

Teorema 0.2. Se (PΘ(mE))∞m=0 é um π1-π2-tipo de holomorfia, ExpΘ′(E′) é fechado para divisão e O é um
operador de convolução sobre HΘb(E), então o subespaço vetorial de HΘb(E) gerado por

L = {P expϕ; P ∈ PΘ (mE) ,m ∈ N0, ϕ ∈ E′,O (P exp ϕ) = 0}

é denso em
kerO = {f ∈ HΘb(E);Of = 0} .

Teorema 0.3. Se (PΘ(mE))∞m=0 é um π1-π2-tipo de holomorfia, ExpΘ′(E′) é fechado para divisão e O é um
operador de convolução não nulo sobre HΘb(E), então O (HΘb (E)) é igual a HΘb (E).
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trajetórias regulares de sistemas de controle no

sentido de young
p. j. catuogno ∗ & m. g. o. vieira †

Sejam E1 e E2 espaços de Banach e denote por L(E1, E2) o conjunto de todas as aplicações lineares cont́ınuas
de E1 em E2. Seja p ∈ [1,∞) e denote o intervalo [0, T ] por J . A p -variação de um caminho cont́ınuo X : J → E1

é definida por

‖X‖p,J = ( sup
D∈P(J)

∑
ti∈D

∥∥Xti+1 −Xti

∥∥p)
1
p , (0.1)

onde P(J) denota o conjunto de todas as partições D = {0 = t0 < ... < tk−1 < tk = T} do intervalo J . O conjunto
de todos os caminhos cont́ınuos de J em E1 com p -variação finita é denotado por Vp(J,E1).

Laurence C. Young (veja [1]) mostrou que se X ∈ Vp(J,E1), Y ∈ Vq(J,L(E1, E2)) e 1
p + 1

q > 1 então para cada
t ∈ J existe a integral ∫ t

0
Ys dXs := lim

|D|→0
D∈P([0,t])

∑
si∈D

Ysi(Xsi+1 −Xsi) (0.2)

e além disso,
∫ ·
0
Ys dXs ∈ Vp(J,E2).

Seja ∆ ⊂ Vp(J,E1). Nós dizemos que:
i) ∆ é fechado por reparametrizações positivas se para cada X ∈ ∆ e para cada parametrização não-decrescente
ϕ : J → [0, t], com t ∈ J , temos que X ◦ ϕ ∈ ∆.
ii) ∆ é fechado por concatenações cont́ınuas se para cada (X,Y ) ∈ ∆×∆ temos que X ∗ Y ∈ ∆, onde

(X ∗ Y )t =

{
Xt ,

Y2t−T + XT − Y0 ,

se t ∈ [
0, T

2

]

se t ∈ [
T
2 , T

] . (0.3)

Considere ∆ ⊂ Vp(J,E1) satisfazendo as condições i) e ii) acima e f ∈ Lipγ(E2,L(E1, E2)), com γ ∈ (0,∞),
onde Lipγ(E2,L(E1, E2)) denota conjunto de todas as aplicações γ -Hölder cont́ınuas de E2 em L(E1, E2). Para
cada X ∈ ∆ e para cada u ∈ E2 podemos considerar a equação, com condição inicial, dada por

{
dY = f(Y ) dX

Y0 = u
. (0.4)

Uma solução para esta equação é definida como sendo um caminho α ∈ Vp(J,E2) tal que αt = u +
∫ t

0
f(αs) dXs,

para todo t ∈ J . A aplicação f é chamada de campo e o caminho X de sinal (ou controle) de integração. É
importante mencionar que uma solução para a equação (0.4) pode não ser diferenciável com respeito aos pontos do
intervalo J . Um outro ponto importante a mencionar é que se o expoente Hölder do campo f é tal que γ ∈ (0, 1] e
se Y ∈ Vp(J,E2) então f ◦ Y ∈ V p

γ (J,L(E1, E2)). Desta forma, se X ∈ Vp(J,E1) e f ◦ Y ∈ V p
γ (J,L(E1, E2)), para

garantir via o Teorema de Young que a integral
∫ ·
0
f(Ys) dXs existe é preciso que a desigualdade 1

p + γ
q > 1 seja

válida, e uma vez válida, esta desigualdade implica que γ > p − 1 e portanto que p ∈ [1, 2), visto que γ ∈ (0,∞).
A equação (0.4) tem solução se 0 ≤ p− 1 < γ ≤ 1 ≤ p < 2 e ela tem solução única se p ∈ [1, 2) e p < γ (veja [1]).

Sejam 1 ≤ p < γ e Σ uma lista do tipo (f, ∆, U,M), onde f ∈ Lipγ(E2,L(E1, E2)), ∆ ⊆ Vp(J,E1) é fechado
por reparametrizações positivas e por concatenações cont́ınuas e U e M são subsepaços topológicos de E2 tais que
U ⊂ M ⊂ E2. Neste caso, dizemos que a lista Σ é um sistema de Young com p -variação para o qual f é o campo, ∆

∗IMEEC - UNICAMP, Campinas, SP, Brasil, e-mail: pedrojc@ime.unicamp.br.
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é o conjunto de sinais (ou controles) de integração, U é o conjunto de condições iniciais e M é o espaço de estados.
Os elementos do conjunto

T (Σ) = {α ∈ Vp(J,E2) : α· = u +
∫ ·
0
f(αs) dXs, X ∈ ∆, u ∈ U e α(J) ⊂ M} (0.5)

são chamados de trajetórias do sistema de Young Σ. Dados u ∈ U e v ∈ M , o conjunto das trajetórias do sistema
Σ que iniciam em u e terminam em v é denotado por T (Σ, u, v).

Definição 0.1 Seja Σ um sistema de Young da forma (f, ∆, U,M). Dizemos que Σ é consistente se para cada
(u, X) ∈ U ×∆ existe uma única trajetória α ∈ T (Σ) tal que αt = u +

∫ t

0
f(αs) dXs, para todo t ∈ J .

Se Σ é um sistema de Young consistente da forma (f, ∆, U,M), então faz sentido definir a aplicação de Itô
IΣ : U ×∆ → T (Σ) dada por IΣ(u,X) = α, onde αt = u +

∫ t

0
f(αs) dXs, para todo t ∈ J . Além disso, se a variação

do sistema consistente Σ é tal que p ∈ [1, 2), então para cada (t,X) ∈ J ×∆ a aplicação ΦΣ,X
t : U → ΦΣ,X

t (U) ⊂ M

dada por ΦΣ,X
t (u) = IΣ(u, X)(t) é um difeomorfismo (veja [3]) e para cada (t, u) ∈ J×U a aplicação ΨΣ,u

t : ∆ → M

dada por ΨΣ,u
t (X) = IΣ(u,X)(t) é diferenciável (veja [4]).

Definição 0.2 Sejam p ∈ [1, 2) e Σ um sistema de Young consistente da forma (f, ∆, U,M) com p -variação.
Dizemos que X ∈ ∆ é um sinal regular com respeito a u ∈ U se a derivada D(ΨΣ,u

T )|X é sobrejetiva.
Dizemos α ∈ T (Σ, u, v) é uma trajetória regular se α = IΣ(u,X), para algum sinal regular X com respeito u.

Nós obtivemos recentemente uma versão no contexto de sistemas de Young de um resultado que Colonius, Kizil e
San Martin apresentaram em [2] para o contexto de sistemas de controle dados por equações diferenciais ordinárias.
Este é o principal resultado deste trabalho e seu enunciado é:

Teorema 0.1 Sejam p ∈ [1, 2), Σ um sistema de Young consistente da forma (f, ∆, U,M) com p -variação,
α ∈ T (Σ, u, v) e β ∈ T (Σ, v, w). As seguintes afirmações são verdadeiras:
i) Se α é uma trajetória regular então α ∗ β é uma trajetória regular.
ii) Se β é uma trajetória regular então α ∗ β é uma trajetória regular.

Para provar este resultado alguns outros resultados, não menos importantes, foram obtidos também, tais como:

Teorema 0.2 Seja Σ um sistema de Young consistente. Se IΣ(u, X) ∈ T (Σ, u, v) e IΣ(v, Y ) ∈ T (Σ, v, w), então
IΣ(u,X) ∗ IΣ(v, Y ) ∈ T (Σ, u, w) e

IΣ(u,X) ∗ IΣ(v, Y ) = IΣ(u,X ∗ Y ). (0.6)

Teorema 0.3 Sejam p ∈ [1, 2) e Σ um sistema de Young consistente da forma (f, ∆, U,M) com p -variação. Para
cada (t, u, X) ∈ J × U ×∆ e para cada Z ∈ span(∆) temos que

D(ΨΣ,u
t )|X(Z) = D(ΦΣ,X

t )|u

(
t∫
0

(
D(ΦΣ,X

s )|u
)−1 ◦ f(ΦΣ,X

s (u)) dZs

)
. (0.7)
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UFPB - Universidade Federal da Paráıba & UFCG -Universidade Federal de Campina Grande

Edição N0 2 Novembro 2008

Um novo estudo da superconvergência da derivada para

elementos de Lagrange pelo Teorema de Taylor
d. s. pinto jr. ∗

Este artigo retifica as coordenadas dos pontos nos quais a derivada da interpolante de elementos finitos da
famı́lia de Lagrange unidimensional apresenta uma ordem de convergência de O(hk+1), i.e., semelhante à ordem de
convergência da interpolante de elementos finitos na variável primitiva. Basicamente, a prova fundamenta-se nos
Teoremas de Rolle e no Teorema de Taylor aplicados ao caso de uma base de Lagrange que compõe a interpolante
de elementos finitos e, adicionalmente, às propriedades de completeza da base lagrangiana [1]. O cálculo anaĺıtico
dos pontos de superconvergência demonstra, então, que, contrariamente ao apresentado na literatura [2], os pontos
obtidos não são, na verdade, os pontos de quadratura de Gauss. As coordenadas estão indicadas na tabela abaixo.

Tabela 1: Pontos superconvergentes de Taylor e pontos e quadratura de Gauss

k Pontos de Taylor Pontos de Gauss
1 0 0
2 ±

√
3/3 = ±0.57735 ±

√
3/3 = ±0.57735

3 0, ±
√

5/3 = ±0.74535 0, ±
√

3/5 = ±0.77459

4 ±
q

3±
√

29/5

2
√

2
= ±0.27195,±0.82221 ±

√
3
7 ±

2
√

6
7
√

5
= ±0.33998,±0.861136

5 0,±
√

35±8
√

7

5
√

3
= ±0.42948,±0.86537 0,±

q
5±2
√

10/7

3 = ±0.53846,±0.90617
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Well-posedness of Second Order Evolution Equation

on discrete time
Airton Castro ∗ & Claudio Cuevas †‡ & Carlos Lizama §¶

Abstract

We characterize the well-posedness for second order discrete evolution equations in UMD spaces by means

of Fourier multipliers and R-boundedness properties of the resolvent operator which defines the equation.

1 Introduction

Let X be a Banach space and let T be a bounded linear operator. Our main objective of this work is to characterize
the well-posedness in weighted spaces lrp(Z+; X) := {(xn) : (r−nxn) ∈ lp(Z+;X)} (r > 0) for the following discrete
second order evolution equation:

∆2un + (I − T )un = fn, n ∈ Z+, (1.1)

with zero initial conditions and f ∈ lrp(Z+;X).
Beside its theoretical interest, the study of abstract discrete evolution equation together with well-posedness

has great importance in applications. For these reasons the theory of discrete regularity has drawn the attention
of several authors (see [2-9]).

2 A Characterization of Well-posedness

We will always assume that

α = 1 +
√

2, r ≥ r0, 1/(1 +
√

2) < r0 < 1. (2.2)

We consider the following discrete second order evolution equation:

∆2
rxn − r2(I − T )xn = fn, for all n ∈ Z+, x0 = 0, x1 = 0. (2.3)

The characterization of well-posedness of (2.3) in terms of R-boundedness properties of the resolvent operator
T and lp-multipliers reads as follows (see [1]) .

Theorem 2.1. [1] Let X be a UMD space and let T ∈ B(X) be an analytic operator; assume that (2.2) is fulfilled.
Then, the following assertions are equivalent.
(i) Problem (2.3) is well-posed.
(ii) {M(z) := (z − r)2((z − r)2 − r2(I − T ))−1 : |z| = αr, z 6= αr} is a lp − lp−multiplier.
(iii) The set {M(z) : |z| = αr, z 6= αr} is R-bounded.
(iv) Equation (2.3) has discrete maximal regularity.
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Análise Matemática do Problema Estacionário de

Navier-Stokes no R3

Maria de J. R.Silva ∗

No presente trabalho, estudamos a existência e unicidade de solução das equações estacionárias de Navier-Stokes,
as quais regem o escoamento de fluidos homogêneos, incompresśıveis e viscosos. Apresentamos uma dedução do
modelo matemático por meio de argumentos elementares e intuitivos, esta é devida a Medeiros [8].

Analisamos tanto o problema homogêneo quanto o não homogêneo, sempre considerando um aberto limitado
do R3, com fronteira Γ bem regular que é o caso f́ısico mais importante.

O Problema Homogêneo de Navier-Stokes no R3, consiste em determinar um campo vetorial u = (u(1), u(2), u(3))
definido em Ω, e p verificando

(P )

∣∣∣∣∣∣∣

−ν∆u +
∑3

i=1 u(i)Diu +∇p = f em Ω,

div u = 0 em Ω,

u = 0 sobre Γ

onde u é uma função vetorial e p uma função escalar que representam, respectivamente, a velocidade e pressão do
fluido. Estudamos o problema (P) em três etapas: na primeira apresentamos sua formulação fraca

∣∣∣∣∣
Dadof ∈ V′ encontrar u ∈ V tal que
νa (u, v) + b (u, u, v) = 〈f, v〉 ,∀ v ∈ V,

onde V =
{

v ∈ (
H1

0 (Ω)
)3 ; div v = 0

}
. Na segunda, garantimos a existência de solução usando o método de

Galerkin na demonstração do seguinte teorema
Teorema: Dado f em V ′, existe u em V solução de

νa (u, v) + b (u, u, v) = 〈f, v〉 ,∀ v ∈ V.

E na terceira etapa mostramos, sob certas condições a unicidade de solução.
Para estudar o problema Não Homogêneo o transformamos em um problema homogêneo equivalente e usando

o mesmo procedimento, mostramos a existência e unicidade de solução.
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discontinuities localization in pseudolocal tomography
d. m. de sousa ∗ & ivo f. lopez †

Let T (R2) denote the set of functions that are limited, have compact support, and discontinuities only in a
finite set of smooth curves of finite length, each one of them without auto-intersection, and has derivative of second
order continuous and limited in the regions where f is not discontinuous. For tomography applications these
considerations are not excessively restrictive. And let S(R2) denote the Schwartz space on R2.

Let S be the unit sphere of R2. To each θ ∈ S we denote θ⊥ as the unit vector π/2 units counterclockwise
from θ. For a function f : R2 → R we define the Radon transform of f in the point (θ, s) ∈ S× R as

Rf(θ, s) =
∫ +∞

−∞
f (sθ + tθ⊥) dt.

For f ∈ S(R2) and fixed d > 0 we define

fd(x) = − 1
π

∫ d

0

∂qF (x, q)
q

dq

and
fc

d(x) = − 1
π

∫ ∞

d

∂qF (x, q)
q

dq, (1)

where F (x, q) =
1
2π

∫
S

Rf(θ, x · θ + q)dθ.

Thus, from the Radon’s original inversion formula [3], we have f = fd + fc
d when f ∈ S(R2).

For f ∈ T (R2) we define

fc
d(x) =

1
π

[
F (x, d)

d
−

∫ ∞

d

F (x, q)
q2

dq

]
(2)

and
fd(x) = f(x)− fc

d(x). (3)

This definition was done to prevent derivatives of F in points where it is not derivable. Considering f ∈ T (R2) ∩
S(R2) and making a integration by parts we can see that (1) and (2) are equivalents.

Lemma 1. If f ∈ T (R2) then fc
d is continuous.

From (3) and Lemma 1 we have that f and fd have the same discontinuities curves and the same jumps. Thus
we can find the discontinuities of f analyzing the discontinuities of fd. Its better calculate fd intead of f because
given x ∈ R2, the calculation of fd(x) demands the knowledge of Rf in a small subset of S×R whereas to calculate
f(x) it is necessary to know Rf in all S×R. This method is known as Pseudolocal Tomography and was introducted
in [4] by Katsevich and Ramm.

Moreover, we have the convergence fc
d → f characterized by the next theorem.

Theorem 1. Let f ∈ C2(U) for some open set U ⊂ R2. If x0 ∈ U then

|fc
d(x0)− f(x0)| = O(d) as d → 0.

Note that the convergence fc
d → f presented in Theorem 1 implies the convergence fd → 0 in open subsets U

where f ∈ C2(U).
To prove the Theorem 1 we use the formula given by the lemma below.
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Lemma 2. If f ∈ T (R2) then

fc
d(x) = f̄(0, x) + d

2
π

∫ ∞

d

f̄(r, x)− f̄(0, x)

(1− (d/r)2)
1
2

dr

r2
,

where f̄(r, x) =
1
2π

∫
S

f(x + rθ)dθ, for r > 0, and f̄(0, x) = lim
r→0

f̄(r, x).

From Theorem 1 we have the next corollary.

Corollary 1. Let f ∈ C2(U) for some open subset U ⊂ R2. The convergence fc
d → f as d → 0 is uniform on all

compact subsets of U .

In the implementation of this method, we define a regularized version of fd given, for ε > 0, by fdε = fd ∗Wε

where Wε is an element of a sequence of mollifiers satisfying the following properties:

1. Wε is a radial function of class C∞
(
R2

)
;

2. Wε(x) = 0, when |x| ≥ ε;

3. Wε(x) = ε−2W1(x/ε) and
∫

|x|≤1

W1(x)dx = 1.

This procedure makes the discontinuities of fd more identifiable. In Figure 1 we can see one numeric experiment
of [1].

Figure 1: Representations of functions f and fdε.

In the left image we have f(x) = 1 in the white region and f(x) = 0 in the black region. In the right image we
have fdε. We can observe that the discontinuities of the function f can be easily located at this image by the curves
where f changes from a maximum to a minimum value.

In [2], we detail more computational aspects of this technique.

References

[1] de sousa, d. m. - A Transformada de Radon e Aplicações à Tomografia. Master’s Dissertation, Departamento
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Equações Diferenciais Parciais Não Lineares sobre a

Fronteira de um Domínio Limitado do Rn+1
Célia Maria Ru�no Franco

Seja 
 um conjunto aberto e limitado de Rn, com fronteira � e seja � o vetor unitário normal exterior a �.

Consideremos o cilindro Q = 
�]0; T [ com fronteira lateral � = ��]0; T [, onde T > 0 é um número real. Motivados
por Lions [1], estudamos equações diferenciais parciais de evolução sobre �, mais precisamente os problemas��������

�w = 0 em Q

w0 +
@w

@�
+ jwj� w = f sobre �

w(x; 0) = w0(x); x 2 �

(0.1)

��������
�w = 0 em Q

w
00
+
@w

@�
+ jwj� w = f sobre �

w(x; 0) = w0(x); w0(x; 0) = w1(x); x 2 �;

(0.2)

onde � denota o operador Laplaciano, w0 e w00 signi�cam a derivada primeira e segunda, respectivamente, de w

com respeito ao tempo,
@w

@�
a derivada normal de w, � > 0 e f sobre � são dados.

Em cada caso, investigamos a existência e unicidade de solução fraca, utilizando o Método de Faedo-Galerkin.

Para isso, formulamos os problemas (0.1) e (0.2) sobre a variedade �, utilizando um novo operador A apresentado

a seguir.

Dada ' 2 H1=2(�); segue da teoria de equação elíptica que o problema����� �� = 0 em 


� = ' sobre �

possui solução � 2 H1(
) e da teoria do traço resulta que
@�

@�
2 H�1=2(�): De�nimos o operador

A : H1=2(�) �! H�1=2(�)

por

A' =
@�

@�
; A 2 L(H1=2(�);H�1=2(�)):

Designando w(t)j� = u(t) e observando que
@w

@�
(t) = Au(t); obtemos a seguinte formulação dos problemas (0.1)

e (0.2), respectivamente: �������
Encontrar uma função u : �! R; tal que
u0 +Au+ juj� u = f sobre �;

u(0) = w0; dado sobre �:

(0.3)

�������
Encontrar uma função u : �! R; tal que
u
00
+Au+ juj� u = f sobre �;

u(0) = w0; u0(0) = w1; dados sobre �:

(0.4)

Demonstramos os resultados, enunciados a seguir, que garantem a existência e unicidade de solução dos prob-

lemas (0.3) e (0.4).
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Teorema 0.1. Dados w0 2 L2(�) e f 2 L2(0; T ;H�1=2(�)); existe uma única função u : �! R satisfazendo

u 2 L2(0; T ;H1=2(�)) \ L1(0; T ;L2(�)) \ Lp(�);

u0 +Au+ juj� u = f no sentido de Lp
0
(0; T ;H�1=2(�) + Lp

0
(�));

u(0) = w0; sobre �;

onde p = �+ 2:

Teorema 0.2. Dados w0 2 H1=2(�) \ Lp(�); w1 2 L2(�) e f 2 L2(�); existe uma função u : � ! R
satisfazendo

u 2 L1(0; T ;H1=2(�)) \ L1(0; T ;Lp(�));

u0 2 L1(0; T ;L2(�));

u
00
+Au+ juj� u = f no sentido de L2(0; T ;H�1=2(�) + Lp

0
(�));

u(0) = w0; u0(0) = w1 sobre �;

onde p = �+ 2: Além disso, se � � 1

n� 2 para n � 3 (ou � > 0 qualquer, se n = 2), então a solução é única.

Outros problemas de evolução sobre variedades podem ser encontrados em [3] e [4].
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equações de navier-stokes com condições de fronteira

tipo navier de fricção.
paulo m. c. neto ∗

Neste texto buscamos a análise de aspectos teóricos, incluindo existência e unicidade, das equações de Navier-

Stokes com condições de fronteira tipo Navier de fricção em domı́nios limitados bidimensionais. Também visa

estudar o problema do limite inv́ıscido. A análise feita por este texto está baseada no artigo Clopeau [1].

Considere a equação de Navier-Stokes bidimensional incompresśıvel

∂tu − µ∆u + (u · ∇)u + ∇p = f em Ω × (0, T ) (0.1)

divu = 0 em Ω × (0, T ) (0.2)

u( · , 0) = u0 em Ω (0.3)

u · ν = 0 em ∂Ω × (0, T ) (0.4)

2D(u)ν · τ + αu · τ = 0 em ∂Ω × (0, T ) (0.5)

onde µ > 0 é o coeficiente de viscosidade cinética, α(x) é uma função positiva duas vezes continuamente diferenciável

definida em ∂Ω, u é o vetor velocidade e p a pressão. Consideramos D(u) a taxa do tensor de tensão definida por

Dij(u) = 1

2
(Djui + Diuj) e sistematicamente usaremos a definição A : B =

∑

i,j
AijBij . Vamos supor que Ω é um

subconjunto aberto, limitado e simplesmente conexo de R
2, ∂Ω é suficientemente regular, ν o vetor unitário normal

e τ o vetor unitário tangente, com {ν, τ} sendo uma base na fronteira. A função f(t, x) é uma força dada e u0 é

uma velocidade inicial.

Estaremos interessados na análise de aspectos teóricos desta equação com condições de fronteira tipo Navier

de fricção, que difere da condição clássica de não deslizamento (no-slip) abordado em Temam [3]. Podemos notar

que a condição no-slip não é muito intuitiva e foi contestada mesmo por Navier [2], o qual propôs a condição de

fronteira de fricção que diz: a velocidade tangencial na fronteira deve ser proporcional a componente tangencial do

estresse viscoso.

Para tratarmos deste problema, consideraremos espaços especiais dados por

L2

0
(Ω) = {z ∈ L2(Ω)2 : div z = 0 e

∫

Ω

zdx = 0}

V = {v ∈ H1(Ω)2 : div v = 0 em Ω e v · ν = 0 em ∂Ω}
H = {v ∈ L2(Ω)2 : div v = 0 em Ω e v · ν = 0 em ∂Ω}
W = {v ∈ V ∩ H2(Ω)2 : 2D(v)ν · τ + αv · τ = 0 em ∂Ω}.

Para que seja posśıvel encontrar solução fraca para esta equação, vamos considerar um teorema central sobre a

construção de uma base conveniente.

Lema 0.1. Existe uma base {vn} ⊂ H3(Ω)2, para V , o qual também é uma base ortonormal para H, que satisfaz

2D(vn)ν · τ + αvn · τ = 0 em ∂Ω. (0.6)

Com este lema, podemos então concluir o teorema central de existência e unicidade de solução fraca para o

problema proposto.
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Teorema 0.1. Para uma dada função f ∈ H1(0, T ;H) e u0 ∈ W, existe uma única função u ∈ L2(0, T ;V ) ∩
L∞(0, T ;H) que satisfaz o forma variacional de (0.1)-(0.5), isto é

∀v ∈ V,
d

dt

∫

Ω

u(t)v dx + 2µ

∫

Ω

D(u(t))D(v) dx +

∫

Ω

(u(t) · ∇)u(t)v dx

+µ

∫

∂Ω

α(u(t) · τ)(v · τ) dS =

∫

Ω

f(t)v dx (0.7)

u(0, ·) = u0. (0.8)

Ainda mais, seja em adicional curlu0 ∈ L∞(Ω) e curl f ∈ L2(0, T ;L∞(Ω)). Então u ∈ C([0, t];W) e ω = curlu ∈
C([0, T ];H1(Ω)) ∩ L∞(Ω × (0, T )). Finalmente, existe um único campo de pressão p ∈ C([0, t];H1(Ω) ∩ L2

0
(Ω)) tal

que (0.1)-(0.5) é satisfeito em quase toda parte de Ω × (0, T ).

Como resultado final, conseguimos o limite inv́ıscido do problema proposto.

Teorema 0.2. Seja f ∈ H1(0, T ;H), com curl f ∈ L2(0, T ;L∞(Ω)), e u0 ∈ W, curlu0 ∈ L∞(Ω). Seja uµ ∈
L∞(0, T ;V ) a solução correspondente de (0.7), (0.8) e ωµ = curluµ ∈ L∞(Ω × (0, T )). Então temos que

uµ → u em Lq(0, T ;Wα,q
′

(Ω)2) para α ∈ (0, 1) e q, q′ ∈ (1,∞)

uµ ⇀ u em L2(0, T ;V ) fraca

ωµ ⋆

⇀ ω = curlu em L∞((0, T ) × Ω) fraca estrela

quando µ → 0, onde {u, ω} é a única solução do modelo imcompresśıvel de Euler

∂tΩ + div (uω) = curl f em Ω × (0, T )

divu = 0 em Ω × (0, T )

curlu = ω em Ω × (0, T )

u · ν = 0 em ∂Ω × (0, T )

ω(0) = curlu0 em Ω.
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Inst. France 369, 1827.

[3] temam, r. - Navier-Stokes equations 3rd., AMS Chelsea Publishing, Providence, 1984.

188



ENAMA - Encontro Nacional de Análise Matemática e Aplicações
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Equações de Renovação e sua conexão com Equações

Diferenciais Funcionais
Vińıcius C. N. Siqueira ∗

Considere C = C([−r, 0], Cn) o espaço de Banach das funções cont́ınuas de [−r, 0] (r > 0) com valores em Cn

com a norma do supremo. Do Teorema de Representação de Riesz, (veja por exemplo Royden [8] ou Rudin [9])
segue que toda aplicação linear limitada L : C → Cn pode ser representada por

Lϕ =
∫ r

0

dη(θ)ϕ(−θ), (1)

onde η é uma função de variação limitada em [0, r] normalizada tal que η(0) = 0 e η é cont́ınua pela direita em (0, r)
com valores no espaço das matrizes Cn×n. Este conjunto de funções é denotado por NBV ([0, r], Cn×n). Podemos
estender trivialmente η ∈ NBV ([0, r], ·) em R por η(θ) = 0 se θ < 0 e η(θ) = η(r) se θ > r.

Um problema de valor inicial para uma Equação Diferencial Funcional autônoma (FDE) é dado pela seguinte
relação  d

dtMxt = Lxt, t ≥ 0,

x0 = ϕ, ϕ ∈ C,
(2)

onde L,M : C → Cn são lineares e cont́ınuas, dadas respectivamente, por

Lϕ =
∫ r

0

dη(θ)ϕ(−θ), Mϕ = ϕ(0)−
∫ r

0

dµ(θ)ϕ(−θ), (3)

onde η, µ ∈ NBV ([0, r], Cn×n) e µ é cont́ınua em zero. Veja Hale & Verduyn Lunel [5] para uma introdução
detalhada para estas equações.

Equações diferenciais da forma 2 com µ = 0

ẋ(t) = Lxt, x0 = ϕ

são conhecidas como equações diferenciais retardadas. Se, para todo ϕ ∈ C temos a existência e unicidade de
soluções cont́ınuas de 2 para t em algum intervalo [0, t0), então podemos definir um semigrupo T (t) : C → C por

T (t)ϕ = xt, t ∈ [0, t0)

onde x é a solução de 2. Podemos ver que, na verdade, T é um semigrupo fortemente cont́ınuo, isto é, T (0) =
I, T (t + s) = T (t)T (s) e limt→0+ T (t)ϕ = ϕ. O semigrupo T é conhecido como semigrupo solução de 2.

Para equações diferenciais funcionais, sabe-se que o adjunto T ∗(t) do semigrupo solução T (t) não é do mesmo tipo
de T (t). A interpretação do semigrupo solução adjunto em termos da equação considerada foi dada primeiramente
por Burns & Herdman [1] para equuações integro-diferenciais de Volterra. Estes autores mostraram que o semigrupo
adjunto é associado com a equação transposta através de um conceito de espaço de fase alternativo introduzido por
Miller [6]. No livro de Diekmann et al.[2] foi mostrado que EDFR podem ser escritas na forma

x = k ∗ x + f, (4)

onde k é uma função de variação limitada e f , o termo forçante, é cont́ınuo. Para desenvolver resultados simi-
lares para EDF’s como 2, estudamos as equações de renovação (ER), ou alternativamente, equações integrais de
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convolução do tipo Volterra-Stieltjes (do segundo tipo), e a convolução entre medidas e funções. Nossas principais
referências são os livros de Salamon [10] e Gripenberg, Londen & Staffans [4] onde estão formulados resultados de
existência, unicidade, dependência cont́ınua de soluções e representação de soluções em espaços Lp da equação de
renovação

z(t) =
∫ t

0

dα(s)z(t− s) + f(s), (5)

ou alternativamente,
z = dα ∗ z + f, (6)

onde α ∈ NBV ([0, R), Cn×n) representa a medida de Borel dα que é chamada núcleo da equação de renovação (6)
e f ∈ Lp([0, R], Cn) é chamada termo forçante. Veja Salamon [10] para a definição da convolução dα ∗ z entre uma
medida e uma função.

As equações de renovação (6) estão bem definidas tomando-se uma variedade de espaços de fase, como Lp,
1 6 p 6 ∞, C e NBV . O lema a seguir, mostra que podemos relacionar problemas sobre equações diferenciais
funcionais com problemas para uma classe de equações de renovação. Também nos permite estudar EDF em
espaços mais gerais que C.

Teorema 0.1. A equação diferencial funcional 2 é equivalente à equação de renovação

x(t) =
∫ t

0

[dµ(θ) + η(θ)dθ]x(t− θ) + Fϕ(t), t ≥ 0 (7)

onde F : C → L∞, definida por

Fϕ(t) = Mϕ +
∫ r

t

dµ(θ)ϕ(t− θ) +
∫ t

0

[
∫ r

s

dη(θ)ϕ(s− θ)]ds, t ≥ 0, (8)

mapeia a condição inicial ϕ ∈ C no correspondente termo forçante da equação de renovação 7. Para ϕ ∈ C, temos
que Fϕ(·) é constante em [r,∞), Fϕ(0) = ϕ(0) e Fϕ + µ · ϕ(0) é cont́ınua.
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formulação ḿınimos quadrados com elementos finitos

em fluidos não newtonianos
j.a.j. avila ∗

As equações de Navier-Stokes governam o compotamento de uma vasta classe de fluidos. A suposição funda-
mental referente ao modelo constitutivo, estabelece uma conexão linear entre os esforços e a taxa de deformação,
para fluidos de viscosidade constante. A cada dia, o estudo dos fluidos que não obedecem esta conexão linear
cresce em importância. Muitos ĺıquidos tais como poĺımeros, óleos de diversas qualidades e plásticos são usados
atualmente em processos industriais, mostrando caracteŕısticas não lineares, porém, em outros ĺıquidos isto ocorre
naturalmente como no sangue e o fluido sinovial. O processamento e o transporte de tais fluidos são problemas
centrais nas industrias qúımicas, de alimentos, de plásticos, de petróleo e de poĺımeros.
Resolveremos numericamente o problema de uma cavi-
dade quadrada (veja em Fig. 1 as condições de con-
torno para o campo de velocidades) usando o método:
Formulação Mı́nimos Quadrados com Elementos Finitos
(FMQEF) para um escoamento estacionário e isotérmico
de um fluido incompresśıvel não Newtoniano 2D, mod-
elo Lei de Potência. O sistema de equações que governa
esse escoamento, são: a equação de continuidade e a
equação da quantidade de movimento com viscosidade
não Newtoniana, isto é,

∇ ¦ u = 0

(u ¦∇)u +
1
ρ
∇p − 1

ρ
∇ ¦ (2ηD) = f

η = k I
n−1

2 , I = 2IID , k, n > 0

( )
22

1 1 1 216 1 , 0u x x u= - =

1 2 0u u= = 1 2 0u u= =

1 2 0u u= =
x

y

1

1

W

Figura 1: Condições de contorno numa cavidade

quadrada bidimensional.

u: vetor velocidade do fluido f : vetor força de corpo k: ı́ndice de consistência
ρ: densidade do fluido η: viscosidade não Newtoniana IID: segunda invariante de D

p: pressão D: tensor taxa de deformação n: ı́ndice lei de potência

As incógnitas são as variavéis: u = (u1, u2) e p. Para mais detalhes veja Avila [1]. A seguir mostraremos a FMQEF,
Avila [1], Bose and Carey [2]. A função reśıduo num elemento e é definida por:

Re
i = Aij ũe

j − Fi , i, j = 1,M ,

onde ũe é a função interpolante definida como:

ũe =
Nnl∑

i=1

δe
i ωi ,

tal que ũe(ni) = δe
i é o i-ésimo valor nodal de ũe, ωi são as funções bases locais e Nnl número de nós locais. Num

sistema de M - equações o erro funcional mı́nimos quadrados, Ie, para um elemento e, é definido como:

Ie =
M∑

i=1

∣∣∣
∣∣∣Re

i

∣∣∣
∣∣∣
2

0
=

M∑

i=1

∫

e

(
Re

i

)2

dx
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Para uma malha consistindo de Ne - elementos, o erro funcional total mı́nimos quadrados, I, é definido por:

I : RNn −→ R , δ 7−→ I(δ) =
Ne∑
e=1

Ie(δe) .

Uma condição necessária para que δ seja o mı́nimo é:

∂I(δ)
∂δ

= 0 .

Agora, denote-se :

gg =
∂I(δ)
∂δ

, ge =
∂Ie(δe)

∂δe
= 2

M∑

i=1

∫

e

Re
i

∂Re
i

∂δe
dx ,

Então, temos:

gg =
∂I(δ)
∂δ

= 0 .

Derivando com respeito a δ a função I , e subtituindo na última equação temos:

gg =
Ne∑
e=1

∂Ie(δe)
∂δe

=
Ne∑
e=1

ge = 0 ⇒ gg =
Ne∑
e=1

ge = 0 ,

Portanto, esta última equação representa a verdadeira expressão da FMQEF.
Resultados numéricos foram testados numa cavidade quadrada 2D, para o caso de n = 1, 9, veja Fig. 2. A

pressão foi adimensionalizada, isto é:
P =

p

ρ0U2
0

x [m]

y
[m

]

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x [m]

y
[m

]

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

P

1.29
1.16
1.05
0.95
0.86
0.77
0.70
0.63

Figura 2. Solução numérica numa cavidade quadrada para um fluido não Newtoniano, n = 1, 9. Esquerda: campo de

velocidade. Direita: contornos de pressão.
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ideais de aplicações multilineares e polinômios entre

espaços de banach
a. thiago bernardino ∗

Neste trabalho desenvolvemos resultados básicos da teoria de aplicações multilineares e polinômios entre espaços
de Banach. Apresentaremos, por exemplo, os Teoremas do Gráfico Fechado, da Limitação Uniforme e de Banach-
Steinhaus para aplicações multilineares e polinômios. As versões multilineares dos Teoremas da Limitação Uniforme
(TLU) e de Banach-Steinhaus (TBS) são bem conhecidas, mas a demonstração encontrada na literatura não é nat-
ural. A demonstração do TLU para multilineares pode ser encontrada em [6] e o TBS para multilineares é um
resultado folclórico, e sua demonstração é uma adaptação do Exerćıcio 1.11 de [3]. Nas duas demonstrações se usa
o TLU no caso linear. Precisamente, em [6], a demonstração do TLU para multilineares é desnecessariamente com-
plicada, usando duas vezes o TLU no caso linear e um argumento de indução. Por sua vez, a demonstração do TBS
para multilineares se baseia no fato de que toda aplicação multilinear, definida em espaços de Banach, separada-
mente cont́ınua é cont́ınua (e isso é uma consequência do TLU no caso linear). Apresentamos uma demonstração
mais natural e auto-suficiente para estes dois teoremas.

Apresentamos uma breve introdução à teoria de ideais de operadores lineares. Estudamos vários resultados sobre
a teoria de ideais de aplicações multilineares e de polinômios entre espaços de Banach. Estudamos duas maneiras
de construir ideais de aplicações multilineares e de polinômios através de ideais de operadores lineares (chamadas
de métodos da linearização e da fatoração) e, mostramos que estes ideais respeitam uma relação de inclusão.

Em [4], K. Floret e D. Garćıa introduziram a noção de ideais simétricos de aplicações multilineares. Apresenta-
mos resultados de [2] com exemplos e contra exemplos de ideais simétricos e condições que os ideais de operadores
I1, ..., Im devem satisfazer para que os ideais gerados pelos métodos da fatoração e linearização sejam simétricos.

Fazemos uma breve introdução à teoria dos operadores lineares absolutamente somantes, e um estudo da teoria
das aplicações multilineares e polinômios absolutamente somantes. Seguindo [1], apresentamos versões do Teorema
de Dvoretzky-Rogers para aplicações multilineares e polinômios homogêneos que são absolutamente somantes em
um dado ponto não nulo. Mostramos que o espaço das aplicações multilineares (polinômios) que são absolutamente
somantes em todo ponto é um ideal de aplicações multilineares (polinômios). Mais ainda, estudamos normas nos
ideais das aplicações multilineares e polinômios absolutamente somantes em todo ponto, que os tornam ideais de
Banach. De agora em diante, m é um inteiro positivo, E, F e Ej , j = 1, ..., m são espaços vetoriais sobre o corpo
dos reais ou complexos. É fácil ver que se Ej , j = 1, ..., m são espaços de Banach, então E1× · · · ×Em é um espaço
de Banach munido da norma ‖(x1, ..., xm)‖ = max1≤j≤m ‖xj‖.

A seguir, apresentamos alguns resultados da nossa dissertação.
Os seguintes teoremas são versões multilineares do Teorema do Gráfico Fechado e da Limitação Uniforme:

Teorema 0.1 (Teorema do Gráfico Fechado para Aplicações Multilineares). Sejam E1, ..., Em e F espaços
de Banach e A : E1 × · · · × Em −→ F uma aplicação m-linear de gráfico fechado. Então A é cont́ınua.

Teorema 0.2 (Teorema da Limitação Uniforme para Aplicações Multilineares). Sejam Ej , j = 1, ..., m,

espaços de Banach, F espaço vetorial normado e {Ti}i∈I uma famı́lia de aplicações m-lineares cont́ınuas de E1 ×
· · · × Em em F . Se

sup
i∈I

‖Ti (x1, ..., xm)‖ < ∞ para todo (x1, ..., xm) ∈ E1 × · · · × Em, (0.1)

então
sup
i∈I

‖Ti‖ < ∞.
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O Teorema de Banach-Stainhaus para aplicações multilineares é um corolário natural do teorema anterior.
O seguinte teorema nos dá a condição que os ideais I1, ..., Im devem satisfazer para que o ideal [I1, ..., Im] ,

gerado pelo método da linearização, seja simétrico (temos um teorema semelhante para o método da fatoração).

Teorema 0.3. ([2]) Sejam I1, ..., Im ideais de operadores. As seguintes afirmações são equivalentes:
(a) [I1, ..., Im] é um ideal simétrico de aplicações multilineares;
(b) [I1, ..., Im] =

[Iσ(1), ..., Iσ(m)

]
para toda permutação σ do conjunto {1, ..., m} ;

(c) I1 = · · · = Im.

A teoria de aplicações multilineares e polinômios que são absolutamente somantes em um dado ponto (e também
em todo ponto) foi iniciada por M. Matos [5]. O próximo teorema fornece uma equivalência para aplicações
multilineares absolutamente somantes em todo ponto, que é uma adaptação da idéia de Matos.

Teorema 0.4. ([1])T ∈ Lev
as(p;q) (E1, ..., Em; F ) (multilinear cont́ınua de E1 × · · · ×Em em F que é (p, q)-somante

em todo ponto) se, e somente se, existe C > 0 tal que




∞∑

j=1

∥∥∥T
(
b1 + x

(1)
j , ..., bm + x

(m)
j

)
− T (b1, ..., bm)

∥∥∥
p




1
p

≤ C

(
‖b1‖+

∥∥∥∥
(
x

(1)
j

)n

j=1

∥∥∥∥
w,q

)
· · ·

(
‖bm‖+

∥∥∥∥
(
x

(m)
j

)n

j=1

∥∥∥∥
w,q

)

para quaisquer x
(k)
j ∈ Ek, bj ∈ Ej , com k = 1, ..., m e j = 1, ..., n e n ∈ N. O ı́nfimo de todas as constantes C para

as quais a desigualdade acima é satisfeita define uma norma em Lev
as(p;q) (E1, ..., Em; F ) .

A norma definida acima é denotada ‖·‖ev(2)(p;q). Essa norma é normalizada, ou seja, para todo m ∈ N a aplicação
idKm : Km → K dada por idKm(x1, ..., xm) = x1 · · ·xm é tal que‖idKm‖ev(2)(p;q) = 1 para todo p ≥ q ≥ 1.

Denotamos por L(a)
as,p (mE; E) o espaço vetorial das aplicações m-lineares cont́ınuas, de Em em E, p-somantes

no ponto a. L (mE;E) denota o espaço das aplicações m-lineares cont́ınuas de Em em E.

Teorema 0.5. ([1]) Sejam E um espaço de Banach, m ≥ 2 e p ≥ 1. As seguintes afirmações são equivalentes:
(i) E tem dimensão infinita;
(ii) L(a)

as,p (mE; E) 6= L (mE; E) para todo a = (a1, ..., am) ∈ Em com ai 6= 0 para todo i ou ai = 0 para um único
i;

(iii) L(a)
as,p (mE; E) 6= L (mE;E) para algum a = (a1, ..., am) ∈ Em com ai 6= 0 para todo i ou ai = 0 para um

único i.

Em nosso trabalho, apresentamos teoremas semelhantes aos Teoremas 0.1, 0.2, 0.4 e 0.5 para o caso polinomial.
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Integral operators induced by multi-scale kernels
t. jordão ∗ & v. a. menegatto †

The subject matter of this note is to analyze basic properties of integral operators generated by the so-called
multi-scale kernels. That includes well-posedness in the L2 context, self-adjointness, positive definiteness, etc.

Let Rd be endowed with its usual Lebesgue measure, here denote by µ and consider the usual Hilbert space
(L2(Rd), 〈·, ·〉2) where

〈f, g〉2 =
∫

Rd

f(x)g(x)dµ(x), f, g ∈ L2(Rd).

Let ϕ : Rd → C be a fixed continuous function of compact support. Assume the family {ϕj,k : j ≥ l; k ∈ Zd} is an
orthonormal subset of L2(Rd), in which

ϕj,k(x) = ϕ(2jx− k), x ∈ Rd, j ≥ l, k ∈ Zd.

A multi-scale kernel generated by ϕ is a function φl : Rd × Rd → C having the form

φl(x, y) =
∞∑

j=l

λj

∑

k∈Zd

ϕj,k(x)ϕj,k(y), x, y ∈ Rd,

where λj ≥ 0, j ≥ l and
∑∞

j=l λj < ∞.
A multi-scale kernel is well defined, positive definite and the family of supports, {supp ϕj,k}k∈Zd is locally finite,

for every j ≥ l, that is, given x ∈ Rd, there exists a neighborhood Ux of x intersecting finitely many elements of
the family.

Local finiteness is the key aspect in the proof of the following property.

Theorem 0.1. The multi-scale kernel φl is continuous.

Since measurability of φl is now guaranteed, to every function function f of L2(Rd), we can associate the function
Tl(f) : Rd → C given by

Tl(f)(y) =
∫

Rd

φl(x, y)f(x)dµ(x), y ∈ Rd.

The transformation f → T (f) defines a linear mapping from L2(Rd) into the space of the complex functions with
domain Rd.

A multi-scale kernel is not an element of L2(Rd×Rd), unless it is identically zero. Even not having this desirable
property, the assumption we have made above, allows us to see that actually Tl is a bounded linear operator on
L2(Rd), the so-called integral operator induced by φl. The following representation for Tl is similar to that provided
by some versions of the so-called Mercer’s Theorem. It reveals that the operator Tl may have many of the properties
asserted by Mercer’s theorem.

Lemma 0.1. If f ∈ L2(Rd) then

Tl(f)(y) =
∞∑

j=l

λj

∑

k∈Zd

〈f, ϕj,k〉2ϕj,k(y), y ∈ Rd.

Another interesting property is this.
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Lemma 0.2. The function h : Rd → L2(Rd) given by

h(y) = φl(·, y), y ∈ Rd,

is continuous.

These two lemmas can be used to ratify that the family of functions {ϕj,k : j ≥ l; k ∈ Zd} forms a collection of
eigenfunctions of Tl:

Tl(ϕj,k) = λjϕj,k, k ∈ Zd, j ≥ l.

Observing that
Tl(f)(y) = 〈f, φl(·, y)〉2, y ∈ Rd, f ∈ L2(Rd),

we have the following results.

Theorem 0.2. The range of Tl is composed of continuous functions.

Theorem 0.3. The following assertions hold:
(i) Tl is not compact;
(ii) Tl is positive, that is, 〈Tl(f), f〉2 ≥ 0, f ∈ L2(Rd).

A classical result on positive operators [9, p. 142] now implies our final result.

Theorem 0.4. The operator Tl is self-adjoint.

References

[1] Cucker, F.; Smale, S., On the mathematical foundations of learning, Bull. Amer. Math. Soc. (N.S.) 39
(2002), no. 1, 1-49.

[2] Ferreira, J. C.; Menegatto, V. A., Eigenvalues of integral operators defined by smooth positive definite
kernels, preprint, 2008.

[3] Koornwinder, T. H., Wavelets: an elementary treatment of theory and aplications, World Scientific, 1995.

[4] Opfer, R., Multiscale kernels, Adv. Comput. Math. 25 (2006), no. 4, 357-380.

[5] Opfer, R., Multiscale kernels, Shaker Verlag, 2004.

[6] Porter, D.; Stirling, D. S. G., Integral equations. A practical treatment, from spectral theory to applica-
tions, Cambridge Texts in Applied Mathematics. Cambridge University Press, Cambridge, 1990.

[7] Schaback, R., Native Hilbert spaces for radial basis functions I, New developments in approximation theory
(Dortmund, 1998), 255-282, Internat. Ser. Numer. Math., 132, Birkhäuser, Basel, 1999.
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método da média para equações diferenciais impulsivas

via equações diferenciais generalizadas
jaqueline b. godoy ∗

Vamos considerar EDOs com um parâmetro pequeno

ẋ (t) = εf (x, t) (0.1)

onde ε ≥ 0, Ω ⊂ Rn é um aberto e f : Ω × R → Rn é tal que t 7→ f (x, t) é uma função Lebesgue integrável para
todo x ∈ Ω. Consideraremos o problema (0.1) sujeito à ação impulsiva

∆x (tk) = Ik (x (tk)) , k = 1, 2, . . . , (0.2)

onde os tk, k = 1, 2 . . . com 0 < t1 < . . . < tk < . . . → +∞ são momentos pré-fixados de impulsos, x 7→ Ik (x) é
uma função de Ω em Rn e ∆x (tk) := x (tk+) − x (tk−) = x (tk+) − x (tk) , k = 1, 2, . . ., ou seja, x é cont́ınua à
esquerda.

Uma maneira de tratar equações diferenciais do tipo (0.1) é através do chamado método da média que transforma
a equação não-autônoma (0.1) na equação autônoma

ẋ (t) = εf0(x), (0.3)

onde

f0(x) = lim
T→+∞

1
T

∫ T

0

f(x, s)ds. (0.4)

Os primeiros resultados envolvendo o método da média para EDIs são devidos a A. M. Samoilenko (veja [5] e
[6]). Outros resultados nesta direção podem ser encontrados em [1]-[4], por exemplo.

Vamos assumir condições dos tipos Carathéodory e Lipschitz para a integral indefinida de f e também para os
operadores de impulsos Ik e vamos estudar o método da média para a EDI (0.1)-(0.2) considerando-se a integral de
Riemann generalizada em (0.4) e

I0(x) = lim
T→+∞

1
T

∑

a≤tk<T

Ik(x)

a fim de transformarmos (0.1)-(0.2) em

ẋ (t) = ε [f0(x) + I0(x)] .

Nossos resultados estão na direção do tratamento de [7].

Teorema 0.1. Sejam G = B × [0, +∞), B = {x ∈ Rn; ‖x‖ < c}, c > 0, e K1,K2 ≥ 0. Seja f : G → Rn, com
t 7→ f(x, t) Lebesgue integrável para todo x ∈ B, e suponha que as seguintes condições acontecem:

(A) existe uma função localmente Lebesgue integrável, M1 : [0, +∞) → R, tal que para quaisquer x ∈ B e
u1, u2 ∈ [0,+∞), ∣∣∣∣

∫ u2

u1

f (x, s) ds

∣∣∣∣ ≤
∫ u2

u1

M1 (s) ds;
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(B) existe uma função localmente Lebesgue integrável, M2 : [0,+∞) → R, tal que para quaisquer x, y ∈ B e
u1, u2 ∈ [0,+∞), ∣∣∣∣

∫ u2

u1

[f (x, s)− f (y, s)] ds

∣∣∣∣ ≤ ‖x− y‖
∫ u2

u1

M2 (s) ds.

Além disso, assuma que uma sequência de pontos 0 ≤ t1 < t2 < . . . é tal que

lim sup
r→+∞

1
r

∑

α≤ti≤α+r

1 ≤ d

para todo α ≥ 0 e seja Ii : B → Rn i = 1, 2, . . . uma sequência de funções tais que

‖Ii(x)‖ ≤ K1 e ‖Ii(x)− Ii(y)‖ ≤ K2‖x− y‖

para x, y ∈ B, i = 1, 2, . . .. Suponha que

f0(x) = lim
r→+∞

1
r

∫ r

0

f(x, s)ds, x ∈ B e lim
r→+∞

1
r

∑

0≤ti<r

Ii(x) = I0(x), x ∈ B.

Seja y : [0,+∞) → Rn uma solução unicamente determinada da equação diferencial autônoma

ẏ = f0(y) + I0(y)

que pertence a B junto com sua ρ-vizinhança, com ρ > 0. Então para todo µ > 0 e todo L > 0, existe ε0 > 0 tal
que para ε ∈ (0, ε0) a desigualdade

‖xε(t)− ξε(t)‖ < µ

acontece para t ∈ [0, L
ε ], onde xε é uma solução da equação diferencial com impulsos

ẋ = εf(x, t), t 6= ti

∆x|ti = x(ti+)− x(ti) = εIi(x(ti)), i = 1, 2, . . .

em [0, L
ε ] tal que xε(0) = y(0), e ξε é uma solução “média” do sistema de equações diferenciais ordinárias autônomas

ẋ = ε[f0(x) + I0(x)]

em [0, L
ε ], tal que ξε(0) = y(0).
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[7] schwabik, š Generalized Ordinary Differential Equations, World Scientific, Series in Real Anal., vol. 5, 1992.

198



ENAMA - Encontro Nacional de Análise Matemática e Aplicações
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o problema de cauchy para a equação dispersiva

kuramoto-velarde:

o problema dissipativo
Isnaldo Isaac B. ∗ & a. s. barros †

O objeto de estudo deste trabalho é a Equação Dispersiva Kuramoto-Velarde (KdV-KV) dada pela
expressão abaixo

{
∂tu + δ∂3

xu + µ
(
∂4

x + ∂2
x

)
+ α (∂xu)2 + γu∂2

xu = 0
u(0) = φ

, (0.1)

onde x ∈ R, t ∈ R+, u é uma função que toma valores reais e µ, δ, α e γ são constantes reais tais que µ ≥ 0 e
δ 6= 0.

Quando µ > 0, esta equação combina a parte linear dispersiva e efeitos dissipativos.

Esta equação foi estudada por Pilod em [1], o qual é o principal artigo explorado.

Estudaremos esta equação no seguinte espaço:

Definição 0.1. Definimos o Espaço de Bourgain Xs,b como o completamento do espaço S(R2) com a norma

‖u‖Xs,b = ‖(1 +
∣∣i(τ − ξ3) + (ξ4 − ξ2)

∣∣b)(1 + |ξ|s)û(ξ, τ)‖L2
(R2)

.

Note que Xs,b é um Espaço de Banach, e que ele é isomorfo ao espaço com peso
L2(R2, (1 +

∣∣i(τ − ξ3) + (ξ4 − ξ2)
∣∣b)(1 + |ξ|s)dξdτ).

Trabalhamos nos espaços de Bourgain e usaremos estimativas lineares e bilineares para provar que o problema
0.1 com dado inicial φ ∈ Hs(R) (onde Hs(R) é um Espaço de Sobolev) é Bem Colocado Localmente para s > −1
e Mal Colocado para s < −1 e que impondo a hipótese de γ = α

2 ou γ = 0 temos que a solução do problema 0.1 é
global.

Noutros termos, provaremos os seguintes resultados:

Teorema 0.1 (Boa Colocação Local). Seja s > −1, então ∀φ ∈ Hs(R), ∃ T = T (‖φ‖Hs) (com T (ρ) −→ ∞
quando ρ −→ 0) e uma única solução u para o problema de Cauchy 0.1, com µ > 0, no espaço de Bourgain X

s,1/2
T .

Além disso, u satisfaz a regularidade adcional

u ∈ C ([0, T ];Hs(R)) ∩ C ((0, T );H∞(R)) ,

e a aplicação solução
S : Hs(R) −→ X

s,1/2
T ∩ C ([0, T ];Hs(R)) ,

φ 7−→ u(t)

é suave. Ainda, se φ ∈ Hs(R) com s′ > s, o resultado mantêm-se com s′ no lugar de s no mesmo intervalo [0, T ]
com T = T (‖φ‖Hs).

∗Universidade Federal de Alagoas, IM, AL, Brasil, isnaldoisaac@hotmail.com
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Teorema 0.2 (Boa Colocação Global). Seja s > −1 e φ ∈ Hs(R).

• Se γ = α
2 , então a solução local u para o problema de Cauchy 0.1, com µ > 0, extende-se globalmente no

tempo;

• Se γ = 0, então a solução local u para o problema de Cauchy 0.1, com µ > 0, extende-se globalmente no
tempo.

Teorema 0.3. Assumindo que α 6= γ em (1). Seja s < −1, se existe o mesmo T > 0 tal que o problema (1) é
localmente bem posto em Hs(R), então, a aplicação solução

S : Hs(R) −→ X
s,1/2
T ∩ C ([0, T ];Hs(R)) ,

φ 7−→ u(t)

não é C2 em zero.
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o problema de cauchy para a equação de

kuramoto-velarde generalizada com dispersão:

o problema não-dissipativo
Leandro F. da Costa ∗ & a. s. barros †

O presente trabalho tem como objetivo estudar o problema de Cauchy para a Equação de Kuramoto-Velarde

com dispersão sem o termo dissipativo, isto é,

{
∂tu + α ∂3

xu + γ (∂xu)2 + δu ∂2
xu = 0

u(0) = φ
, (0.1)

onde x ∈ R, t ∈ R+, u é uma função que toma valores reais e, vamos supor que α, γ e δ são constantes reais não
nulas.

Será explorado diretamente o caráter dispersivo da equação, não sendo levado em conta suas propriedades
dissipativas. O efeito da dispersão é traduzido pelos chamados efeitos regularizantes locais do tipo Kato, presentes
no grupo unitário {W (t)}t∈R, o qual descreve a solução do problema linear homogêneo associado a{

∂tu + α ∂3
xu = g (x, t)

u(0) = φ.
(0.2)

Tal solução é dada por

u (x, t) = W (t)φ (x) = St ∗ φ (x) , (0.3)

onde W (t) = e−αt∂3
x e St é a integral oscilatória

St (x) = c

∫ ∞

−∞
eixξeitαξ3

dξ. (0.4)

O problema para equação de Kuramoto-Velarde generalizada com dispersão, com e sem as caracteŕısticas dissi-
pativas, foi estudado com primor por Argento[1].

Nosso objetivo principal é demontrar que o problema (0.1) é bem posto, ou seja, provaremos o seguinte teorema
que trata da boa colocação para (0.1)

Teorema 0.1 (Boa Colocação Local). Seja φ ∈ Hs (R) ∩H3
(
R;x2dx

)
, com s ≥ 5 inteiro. Então, existe η > 0

tal que, se

‖φ‖5 + ‖φ‖3,2 < η,

o problema (0.1) tem uma única solução u (·) definida no intervalo [0, T ], onde T = T
(
‖φ‖5 + ‖φ‖3,2

)
> 0 com

T (θ) →∞ quando θ → 0 satisfazendo

u ∈ C
(
[0, T ] ; Hs (R) ∩H3

(
R;x2dx

))
≡ Zs

T

∗Universidade Federal de Alagoas, IM, AL, Brasil, leandrofavacho@hotmail.com
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e

u ∈
{
v : R× [0, T ] → R; ∂s+1

x v ∈ L∞
(
R;L2 [0, T ]

)}
≡ Y s

T .

Além disso, qualquer que seja T
′ ∈ (0, T ), existe uma vizinhança Vφ de φ em Hs (R) ∩ H3

(
R;x2dx

)
, tal que a

aplicação φ̃ → ũ (t) de Vφ em Zs
T ′ ∩ Y s

T ′ é Lipschitziana.

Daremos a demonstração do teorema para o caso em que s = 5, que corresponde ao ı́ndice de Sobolev mais baixo.

Para isso, inicialmente definiremos um espaço métrico completo conveniente, denotado por χa
T . Para φ ∈

H5 (R) ∩H3
(
R;x2dx

)
fixado, denotaremos por Av = Aφ (v) a solução do problema linear não homogêneo{

∂tu + α ∂3
xu + γ (∂xv)2 + δ∂2

x

(
v2

)
= 0

u(0) = φ
, (0.5)

em sua versão integral, onde v ∈ χa
T . A seguir, mostraremos que existem η > 0, a > 0 e T = T

(
‖φ‖5 + ‖φ‖3,2

)
> 0,

tais que se ‖φ‖5 + ‖φ‖3,2 < η, então Av ∈ χa
T e A : χa

T → χa
T é uma contração. Assim, o ponto fixo de A em χa

T é
solução de (0.1) em sua versão integral.
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o problema de cauchy para a equação kdv

Carlos Alberto Silva dos Santos ∗

O presente estudo tem por objetivo apresentar a existência e a unicidade de

soluções para o problema de Cauchy dado pela expressão abaixo
{

∂tu + ∂3
xu + u∂xu = 0 t, x ∈ R

u(x, 0) = u0(x)
, (0.1)

conhecida como equação Korteweg-de Vries denotada por (KdV).

Provaremos o seguinte resultado

Teorema 0.1. Seja k = 1 e s > 3/4. então para cada u0 ∈ HS(R) existe T =

T (||u0||s,2) > 0 (com T (ρ) → ∞ para ρ → 0) e uma única solução u(t) de (0.1)

satisfazendo

u ∈ C([−T, T ] : Hs(R)) (0.2)

∂xu ∈ L4([−T, T ] : L∞(R)) (0.3)∥∥∥∥Ds
x

∂u

∂x

∥∥∥∥
L∞x L2

T

< ∞ (0.4)

‖u‖L2
xL∞T

< ∞ (0.5)

Para qualquer T ′ ∈ (0, T ) existe uma vizinhança V de u0 em Hs(R) tal que a

função ũ0 → ũ(t) de V sobre a classe definida por (0.2)-(0.5) com T ′ en vez de T

é Lipschitz.

Referências
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Obtención de relajaciones lineales mediante planos de

corte Fenchel asociadas a relajaciones lagrangeanas

para problemas de programación entera
j. rojas * & a. u. zavaleta **

En los últimos años la relajación lagrangeana ha tenido un rol muy importante en la resolución de problemas
de optimización entera y optimización combinatorial, en la actualidad, es la técnica más usada para obtener cotas
fuertes de la solución de estos problemas, aunque éstas no provienen de una relajación lineal. El principal objetivo
del presente trabajo, es mostrar como obtener relajaciones lineales con mejores valores a los que proporciona el
problema dual lagrangeano mediante métodos poliedricos. Se demuestra que los recientemente introducidos planos
de corte Fenchel resuelven el problema convexificado asociado a cada relajación lagrangeana. Además, se demuestra
que los planos de corte Fenchel son más efectivos que los planos de corte lagrangeno y que presentan buenas
propiedades computacionales para problemas binarios.

Un problema de programación lineal entera es de la forma:

(PE) máx ctx

Ax ≤ b, x ∈ X.

X incluye las restricciones discretas de las variables.
Introduciendo un vector de multiplicadores µ se forma la relajación lagrangeana del problema:

(PEµ) máx ctx + µ(b−Ax)

x ∈ X.

Si L(µ) es el valor óptimo de (PEµ) se conoce que v(PE) ≤ L(µ) para µ ≥ 0, ésto induce a considerar el problema
dual lagrangeano,

(DL) mı́n L(µ)

µ ≥ 0.

Este problema está asociado a la relajación lineal del problema (PE), conocido como convexificación respecto a X,

(PE∗) máx ctx

Ax ≤ b, x ∈ conv(X)

Teorema 0.1. conv(X) = {x ∈ Rn : λx ≤ f(λ), ∀λ ∈ Rn}, donde f(λ) = máx{λx : x ∈ X}.
En el teorema, la desigualdad λx ≤ f(λ) es válida para X y se llama desigualdad Fenchel.

Prueba: Como λx ≤ f(λ) es válida para X, también es válida para conv(X) y se tiene que, conv(X) ⊂ {x ∈ Rn :
λx ≤ f(λ),∀λ ∈ Rn}. Para demostrar el reciproco, consideramos x̃ tal que λx̃ ≤ f(λ)∀λ ∈ Rn, y supongamos que
x̃ /∈ conv(X). Como conv(X) es un poliedro (ver [6]), es posible aplicar el teorema de separación a x̃ y conv(X).
Entonces existe un vector λ ∈ Rn y un número real δ tal que λx ≤ δ ∀x ∈ conv(X) y λx̃ > δ. Ésto implica que

máx
x∈conv(X)

λx = f(λ) ≤ δ y λx̃ > δ, lo cual es una contradicción.

*Universidad Nacional de Trujillo ... , Trujillo, Perú, jmrojas00@yahoo.es
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La descripción de la envolvente convexa dada en el teorema no es de forma concisa. En la práctica esto no implica
mayor problema debido a que se incorporarán sólo desigualdades violadas y bastará con tener una aproximación
de la envolvente convexa. Usualmente la solución del problema de separación proporciona las desigualdades más
violadas y que mejor aproximan a la envolvente convexa.

Por otro lado se tiene la relajación Fenchel, LP (F ), cuya formulación es dada por:

LP (F ) : máx ctx , Ax ≤ b , x ∈ X̄

λx ≤ f(λ) ∀ λ ∈ Rn.

Ahora, dada una solución fraccional x̃, para LP (F ), si v(λ) es la cantidad en que la desigualdad Fenchel asociada a
λ es violada, entonces (ver Boy [2]), v(λ) = λx̃−f(λ). Usando esta función, Boy [2] establece el siguiente resultado.

Teorema 0.2. x̃ /∈ conv(X) si y sólo si existe un valor de λ para el cual v(λ) > 0.

El teorema de separación asociado se formula como:

(Q) máx v(λ) , λ ∈ Λ,

donde Λ es un dominio donde v(λ) alcanza un valor positivo en Rn si tiene un valor positivo en Λ.
Considerando el conjunto L de todas las desigualdades lagrangeanas y la relajación lagrangeana:

LP (L) : máx ctx , Ax ≤ b , x ∈ X̃

cx + µ(b−Ax) ≤ L(µ) , µ ≥ 0,

el siguiente teorema muestra la relación entre las relajaciones Fenchel y lagrangeana.

Teorema 0.3. La desigualdad lagrangeana para µ ≥ 0 es una desigualdad Fenchel para λ = c− µA

Prueba: Sea la desigualdad cx + µ(b−Ax) ≤ L(µ), es decir (c− µA)x ≤ L(µ)− µb y sea λ = c− µA. Entonces,

f(λ) = máx{(c− µA)x : x ∈ X} = máx{cx + µ(b−Ax) : x ∈ X} − µb = L(µ)− µb

Del teorema anterior se obtiene que para µ ≥ 0,

v(PE) ≤ v(LP (F )) ≤ v(LP (L)) ≤ v(LPµ) ≤ L(µ).

Aplicando el teorema de convexificación-Dualización de Guignar[4] se establece la relación de los valores óptimos
de los respectivos problemas, obteniéndose que,

v(DL) = v(LP (F )) = v(LP (L)) = v(LP (µ∗)).

Por tanto agregar todos las inecuaciones Fenchel, o todas las desigualdades lagrangeanas tienen el mismo efecto
sobre la función objetivo.
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Resultados de coincidência para aplicações

absolutamente somantes
J. S. Santos ∗

Neste trabalho apresentamos alguns dos principais resultados da teoria de operadores absolutamente somantes.
Na década de 60, com os trabalhos de Pietsch [5], Lindenstrauss e Pelczyński [3] e Mitjagin e Pelczyński [4], a
teoria de operadores absolutamente somantes foi apresentada de forma mais acesśıvel, simplificando a apresentação
original de Grothendieck e, desde então, a teoria de operadores absolutamente somantes vem tendo um papel
de destaque na Análise Funcional. A partir da década de 80, com o trabalho de Pietsch [6], começaram a ser
investigadas generalizações do conceito “absolutamente somante” para polinômios e aplicações multilineares entre
espaços de Banach. O objeto principal de nosso estudo serão polinômios homogêneos absolutamente somantes entre
espaços de Banach, e o principal resultado a ser apresentado será um resultado, que denominamos Teorema de
Limitação, obtido por G. Botelho e D. Pellegrino [1].

Definição 0.1. Sejam 1 ≤ p ≤ ∞ e X um espaço de Banach. Uma seqüência (xn)∞n=1 em X é fortemente p-
somável se a seqüência de escalares correspondente (‖xn‖)∞n=1 estiver em lp. Denotamos por lp (X) o espaço vetorial
de todas as seqüências fortemente p-somáveis em X.

Definição 0.2. Sejam 1 ≤ p ≤ ∞ e X um espaço de Banach. Uma seqüência (xn)∞n=1 em X é fracamente p-
somável se a seqüência de escalares (ϕ (xn))∞n=1 estiver em lp (X) para todo ϕ ∈ X ′. Denotamos por lp,w (X) o
espaço vetorial de todas as seqüências fracamente p-somáveis.

Definição 0.3. Sejam 1 ≤ p, q <∞ e u : X −→ Y um operador linear cont́ınuo entre espaços de Banach. Dizemos
que u é absolutamente (p, q)-somante (ou (p; q)-somante) se existir um operador induzido

û : lq,w(X) −→ lp(Y ) : (xn)∞n=1 7−→ (uxn)∞n=1.

Denotamos por
∏

p,q (X;Y ) o conjunto formado por todos os operadores (p; q)-somantes de X em Y . Quando
p = q, escrevemos

∏
p (X;Y ) no lugar de

∏
p,p (X;Y ) .

O próximo teorema é o resultado central da teoria de operadores absolutamente somantes.

Teorema 0.1 (Grothendieck). Todo operador linear cont́ınuo u : l1 −→ l2 é absolutamente somante, ou seja,
L(l1, l2) =

∏
1(l1, l2).

Resultados deste tipo são chamados de resultados de coincidência.

Definição 0.4. Sejam X e Y espaços vetoriais sobre K. A aplicação P : X −→ Y é um polinômio m-homogêneo
se existir A ∈ L(mX;Y ) tal que P (x) = A(x, ..., x) para todo x ∈ X. Dizemos que P é o polinômio m-homogêneo
associado a A.

O espaço de Banach formado por todos os polinômios m-homogêneos cont́ınuos de X em Y com a norma do
sup é denotado por

P (mX;Y ) (ou P (mX) se Y = K) .
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Definição 0.5. Um polinômio m-homogêneo P : X −→ Y é absolutamente (p, q)-somante (ou (p, q) -somante) se
(P (xj))∞j=1 ∈ lp (Y ) para toda (xj)∞j=1 ∈ lq,w (X) . O espaço de todos os polinômios m-homogêneos absolutamente
(p, q)-somantes de X em Y é denotado por

Pas(p,q) (mX;Y )
(
ou Pas(p,q) (mX) se Y = K

)
.

Quando m = 1, temos o conceito original de operadores absolutamente somantes e notação da teoria linear.

Definição 0.6. Se X é um espaço de Banach de dimensão infinita com uma base de Schauder incondicional
normalizada (xn)∞n=1, definimos

µX,(xn) = inf

t; (aj)∞j=1 ∈ lt sempre que x =
∞∑

j=1

ajxj ∈ X

 .

Os resultados a seguir são devidos a G. Botelho e D. Pellegrino [1].

Lema 0.1. Suponha que Y satisfaça a seguinte condição:
Existem C1, C2 > 0 e p ≥ 1 tais que, para todo n ∈ N, existem y1, . . . , yn em Y com ‖yj‖ ≥ C1 para todo j e∥∥∥∥∥∥

n∑
j=1

ajyj

∥∥∥∥∥∥ ≤ C2

 n∑
j=1

|aj |p
1/p

para todo a1, . . . , an ∈ K.
Neste caso, se X tem uma base de Schauder incondicional normalizada (xr)∞r=1 , q < p e Pas(q,1) (mX;Y ) =

P (mX;Y ) , então
µX,(xn) ≤ mq.

Teorema 0.2 (Teorema de Limitação). Seja X um espaço de Banach de dimensão infinita com uma base incondi-
cional normalizada (xn)∞n=1 e Pas(q,1) (mX;Y ) = P (mX;Y ) . Então

µX,(xn) ≤ mq,

se
(i) q < 1 e dimY <∞;
(ii) q < cotY e dimY =∞.
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um estudo sobre a boa colocação local da equação de

Schrödinger em Hs
per

d. c. romão ∗

Dados X e Y , espaços de Banach, dizemos que o problema de Cauchy

ut (t) = F (t, u (t)) ∈ X, u (0) = φ ∈ Y, (0.1)

onde F : [0, T0]×X −→ Y , é localmente bem-posto se

(a) existe T ∈ (0, T0] e uma função u ∈ C ([0, T ] ;Y ) tal que u (0) = φ e a equação diferencial é satisfeita no sentido
que

lim
h→0

∥∥∥∥u (t+ h)− u (t)
h

− F (t, u (t))
∥∥∥∥

X

= 0,

onde as derivadas em 0 e T são calculadas à direita e à esquerda;

(b) o problema (0.1) tem pelo menos uma solução em C ([0, T ] ;Y );

(c) a aplicação φ 7−→ u é cont́ınua. Mais precisamente, seja φn ∈ Y , n = 1, 2, · · · ,∞, tal que φn
Y→ φ∞, e sejam

un ∈ C ([0, Tn] ;Y ) as correspondentes soluções. Seja T ∈ (0, T∞) Então as soluções un podem ser extendidas
ao intervalo [0, T ] para todo n suficientemente grande e

lim
n→∞

sup
[0,T ]

‖un (t)− u (t)‖Y = 0.

Se qualquer dessas condições não forem satisfeitas, o problema é dito mal-posto.
Dado s ∈ R, Hs

per denota o espaço de Banach, com a norma

‖f‖2s = 2π
∑
k∈Z

(
1 + |k|2

)s ∣∣∣f̂ (k)
∣∣∣2 .

Estes espaços são conhecidos como os espaços de Sobolev periódicos.
Neste trabalho estamos interessados em estudar a boa colocação local da equação cúbica não-linear de Schrödinger

unidimensional, com dados em Hs
per, isto é

iut + uxx = |u|2 u, u (0) = φ ∈ Hs
per. (0.2)

Este modelo é muito utilizado na ótica não-linear. Provaremos os seguintes resultados:

Teorema 0.1. O problema de Cauchy (0.2), com dados iniciais em Hs
per, é localmente bem-posto para s ≥ 0.

∗Universidade Federal de Alagoas , IM, AL, Brasil, darliton.cezario@gmail.com
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Teorema 0.2. O problema de Cauchy (0.2), com dados inicias em Hs
per, é mal-posto para s < 0.

O primeiro teorema terá a demonstração dividida em duas partes. Inicialmente, inspirados em [3], usamos o
fato dos espaços de Sobolev formarem uma álgebra de Banach para s > 1/2, para provar a boa colocação local
nestes espaços. Em seguida, usamos a moderna teoria de Bourguain, [1], para demonstrar a boa colocação local
para 0 ≤ s ≤ 1/2.

No segundo teorema, seguiremos de perto o trabalho de Burq-Gérard-Tzvetkov, [2], para exibir alguns exemplos
que mostram a instabilidade do fluxo da equação (0.2) nos espaços de Sobolev com ı́ndices negativos. Precisamente,
provaremos que o fluxo não é uniformemente cont́ınuo para dados iniciais em conjuntos limitados.
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