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material aqui apresentado, sem a ajuda da mesma nao teria conseguido finalizar estas notas.

Com relag@ao ao minicurso, a nossa inten¢ao é motivar a pesquisa na area de Equacoes Diferenciais
Parciais Elipticas, que é uma area bastante interessante pois a mesma estd relacionada a impor-
tantes problemas da Ciéncia e Tecnologia, e a Matematica usada para resolver algumas classes de
tais equacOes é bastante sofisticada, para nao dizer dificil. As referéncias aqui mencionadas nao sao
muitas, mais acredito serem suficientes para um iniciante conhecer alguns resultados que hoje em dia
sao considerados bésicos nesta linha de pesquisa. Tentamos mostrar diversas formas de atacar alguns
problemas, desde o Método de Galerkin a Agdo de Grupo Topoldgico sobre espagos de Banach. Os
Métodos aqui tratados em sua maioria podem ser aplicados a alguns problemas envolvendo outros

operadores, tais como, o operador p-Laplaciano A, o operador biharmonico A2

Rio de Janeiro, Novembro de 2007,

Claudianor Oliveira Alves
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Capitulo 1

Notacoes e Resultados (Gerais

Neste capitulo faremos uma revisao dos principais resultados envolvendo espacos de Sobolev e Teoria

de Regularidade ( ver [1, 11]) envolvendo problemas elipticos.

1.1 Espacos de Sobolev e suas imersoes
o H'(Q) = {ue L*(Q); §t € L*(Q)};
o llulliiiy = (JoIVul® + folul?)z, (ue H(Q);
7111(9)

o Hy(Q)=C(Q)

e (Imersdes de Sobolev) Se @ C RN é um dominio limitado com fronteira suave, as seguintes

imersoes sdo continuas:

HY(Q) — L*(Q), s€[1,2%], N>3, 2= —"——

HY(Q) — L¥(Q), s €[l,+00), N =1,2.
Assim, existe C' > 0 tal que
[uls < Cllull gy, Y € HY(S)
onde | |5 denota a norma no espago L*(€2).

e (Imersoes de Rellich) Se Q@ C RY é um dominio limitado com fronteira suave, as seguintes
imersoes sao compactas:

H}(Q) — L¥(Q), s €[1,2%), N >3,
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H}(Q) — L¥(Q), sec[l,+o00), N=1,2.
Desta  forma, se {uy} C HY(Q) e unll e (o) < M Vn € N,

existe {un,;} C {un} e u € H(Q) tal que

Up; — u em HY(Q)

Up, — wem L°(€2).
Nas convergéncias acima usamos o fato bem conhecido que o espago H' () é reflexivo .

e Desigualdade de Poincaré. Se © é um dominio limitado em RY, existe C' > 0 tal que

/Qu|2 < c/ﬂyvu\?, Vu € HL(Q),

onde C ¢é independente de u.

e Desigualdade de Hardy-Sobolev. Seja € um dominio limitado em RY, ¢ uma autofuncao

positiva associada ao primeiro autovalor de (—A, H}(2)), 7 € [0,1] e % = 1 - 7. Entdo

o € L1(Q) e existe C' > 0 tal que

U

& < Cllul] Yu e H&(Q)

q

Devido a desigualdade de Poincaré, podemos considerar em H}(f2) a norma

full = ( \w?)é

a qual é conhecida como a norma usual de H{ ().

Ao longo destas notas, usaremos o simbolo (u, v) para denotar o produto interno associado a norma
| || em HZ (), isto é,

(u,v) :/uv Yu,v € Hg(Q).
Q
Exercicios.

1- Mostre que a desigualdade de Poincaré nio vale em H'().

2- Mostre que em Hg(Q), as normas || || e || [|41(q) sdo equivalentes.



1.2 O Operador Solucgao

Considere o seguinte problema eliptico

—Au = f, Q
P

{ u = 0, 00 (Fr)

onde f € L?(Q2), @ C RY ¢ um dominio limitado.

Recorde que u € H} () é solucio fraca para (Pr) se
/ VuVo = / fv Vv e H)(Q),
Q Q
ou ainda,

(u,v) = (v), Yo € Hy (%), (1.1)

onde (u,v) = [, VuVu e (v) = [, fo.

Afirmacao 1.1: ¢ € (H}(Q))'.

De fato, ¢ é linear e a continuidade segue usando a desigualdade de Hdolder

o(w)] = ‘/Qf

()] < Cllv]l, Vv e Hy(Q).

< /Q Fllo] < 1flalolz < Ol f 2o,

logo

A igualdade em (1.1) segue imediatamente do Teorema da Representacao de Riesz ( ver [7] ).
Portanto, a existéncia e unicidade de solugao fraca para (Pr) fica estabelecida.
Definicao 1.1 O Operador Solugao S : L*(Q) — H} () é definido por S(f) = u onde u é a tnica
solucao de (Pr).
O operador solucao tem as seguintes propriedades:
1- S: L*(Q) — HL(Q) é linear continuo.
2- O operador Solucio pode ser visto de L%(Q) em L2%(Q), isto &,
S L*(Q) — L*(Q)
3- Segue das imersdes compactas de Sobolev que S : L?(2) — L?(Q2) é um operador compacto .
4- S é um operador positivo de L2(Q) em L?(€), isto é,

(S(f), N2y =0, Vf e L* Q).

5- Os autovalores de S : L?(Q) — L?(2) sio positivos.
6- O operador S : L?(Q2) — L%(Q) é simétrico, isto é, para quaisquer f, g € L() temos (S(f), 920 =
(f, S(Q))LZ(Q)-
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7- S admite uma sequéncia (u,,) de autovetores com p, — 0 quando n — +oo e L%() possui uma
base ortonormal total formada por autofuncoes.
8- p é autovalor de S & % é autovalor de (—A, H}(Q)).

Neste momento, destacamos duas importantes propriedades envolvendo o primeiro autovalor A\; de
(—A, H} (), que sdo as seguintes:
e )\; é 0 Unico autovalor cuja as autofungoes tem sinal definido.

e O autoespaco V), tem dimensao 1.

Exercicios.
1- Demonstre todas as propriedades do operador solucao .S mencionadas anteriormente.

2- Encontre os autovalores e autofuncées do problema

{ _y” = >‘y7 (07 1)
y(0) =y(1) =0.

1.3 Uma Aplicacao da Alternativa de Fredholm

Nesta secao pretendemos usar a Alternativa de Fredholm para encontrar uma condigdo necessaria e
suficiente, para garantir a existéncia de solu¢do para uma classe de problemas elipticos.
Alternativa de Fredholm (ver [7])

Sejam E um espago de Banach e T': F — E um operador linear e compacto. Entao,
1. N(I —T) tem dimensao finita;
2. R(I —T) éfechadoe R(I —T) = N(I —T*)";
3. NU-T)=0< R(I-T)=E,
4. dimN(I —T) = dimN((I —T%).
Vamos considerar o seguinte problema

{Au — Mutf Q (L)

u = 0, 00

onde 2 C RV é um dominio limitado com fronteira suave, f € L?(2) e A € R.

Pergunta: Quais as hipéteses sobre A e f que garantem a existéncia (ou nao existéncia) de solucao

para o problema (PL)y ?
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Para responder a pergunta acima devemos observar primeiro que u é solucao de (PL), se, e somente
se, u — AS(u) = g, onde g = S(f).

De fato, u é solucao de (PL), se, e somente se,
SAu+f)=usu—ASu) =g, g=S(f).

Se A = 0, o problema sempre tem solugdo. Vamos supor A # 0 e assim, u é solugao de (PL)y se, e
somente se

u—"Tu=g,

com
T =\S.

Se A # \; Vj € N, temos
1 .
M:X#/'LjavjeNa

o que implica
N(uI - S) = {0}.

Segue da Alternativa de Fredholm que a equacao
u—"Tu=yg,

tem solugdo tinica para cada g € L*(Q).

Supondo que A = \; para algum j € N e recordando que nosso caso
R(I-T)=N(I-T)*,

pois T = T* (S é simétrico), temos que o problema (PL), tem solugao se, e somente se, g = S(f) é

ortogonal (em L?(£2)) a todas as autofuncdes associadas ao autovalor ), isto é, para toda ¢; € Vs

(S(f), )12 = 0.

Assim,
[ 90,985 = [ 8515 =0. e @),
Q Q
ou seja,
(S(f),8;) =0.
Mas,

{—A(S(f)) = £ 0 51)

S(f) = 0, 9Q
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o que implica,
[vsunve= [ re. veemie)

e portanto
(f7 ¢j)L2(Q) =0,

mostrando que o problema eliptico tem solucao se, e somente se, f € (V) ].)L em L2(9).

1.4 Uma aplicacao do Teorema do Ponto Fixo de Banach

Nesta secao pretendemos usar o Teorema do Ponto Fixo de Banach para encontrar solugao para uma
classe de problemas elipticos.

Teorema do ponto fixo de Banach. ( ver [12] ) Se X é um espaco de Banach e T': X — X uma
contragao, existe o € X tal que T'(xg) = xp. Além disso, tal ponto fixo é unico.

Pretendemos usar o teorema acima, para estudar a existéncia de solucao para o seguinte problema

—Au = f(wu), Q
{ u = 0, 0. (F1)

Por uma solugdo fraca de (P), entendemos como sendo uma fungao u € Hg(Q2) que verifica

/VUVU = / flz,uw, Yo e HHQ).
Q Q

Teorema 1.1 Se f: QxR — R € uma func¢ao continua limitada e Lipschitziana na seqgunda varidvel,

isto €, existem My, Ms > 0 verificando

|f(z,t)| < My VtER, VreQ

‘f(.’L',t) —f([IJ,S)’ < MQ’t_‘s’ Vs,t €R, Va € Q

e se ||S||Mz < 1, onde ||S|| denota a mnorma do  operador  solugdo
S L2(Q) — L?(Q), o problema (Py) tem uma solugio. Além disso, tal solucio € nica.
Demonstragao. Definindo o operador T : L?(2) — L?(Q2) dado por

T(v) = S(f(.,v)) Yve L*(Q),
observe que para todo v € L%(Q), f(.,v) € L?(Q) e
T(u) = T(v)l2 = [S(f(u) = S(f(0)2 = [S(f(u) = f( )2

onde | |2 denota a norma em L?(Q).
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Da continuidade do operador solucao,
T (u) = T(v)l2 < [[S[I[f(u) = £ v)[2 < [[S)Ma|u — vls.

Desde que por hipétese ||S||Mz < 1, podemos concluir que T' é uma contragao e pelo Teorema do

Ponto Fixo de Banach, existe u € L?(f2) verificando
T(u) =u<= S(f(.,u)) =u.

Segue da igualdade acima e da defini¢io de operador solucdo S que u € H}(2) e que u é a solugio

procurada. [

1.5 Teoria da Regularidade

Vamos considerar a seguinte classe de problemas elipticos
{ —Au = f(z,u), Q
u = 0, 00
onde Q C RV é um dominio limitado, f é uma funcdo de classe C'(Q2 x R, R) satisfazendo
|f(@,t)| <ci+eoltf, VaeQ e teR

ondepe (1,2 —1)se N>3epe (1,+0) seN:1,2,onde2*:]\2,—i\72.

Teorema de Agmon, Douglas e Niremberg (ADN). ( ver [2] )
Sejam Q C RN um dominio limitado com fronteira suave, f € L"™(Q) comr > 1 e u € HY(Q) uma

solucdo fraca do problema

P
u = 0, . (Fr)

Entdo u € W27 (Q) e existe C > 0 (independente de u) tal que

{—Au = f(z), Q

lullwzr @) < CllFllLr-

O teorema acima afirma que dado f € L"(f)) existe uma tnica solugao u € W?2"(Q) N VVO1 (Q) do

problema (Pr). Além disso, vale também a seguinte afirmagao
fewrkn(Q) = uewh?r(Q).

Teorema de Schauder. ( ver [16] )
Seja Q@ C RN um dominio limitado com fronteira suave e f € C%*(Q). Entdo eriste u € C*%(Q)
solucdo do problema
—Au = f(x), Q
{ u = 0, 0.
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Além disso, existe C > 0 (independente de u) tal que

HUHCM@) < CHfHCOa(Q)

Observagao 1.1: No Teorema de Schauder vale a seguinte afirmacao

fe k) = ue Q).

1.5.1 Regularidade das autofuncgoes - Parte I

Seja ¢ € H}(Q) uma autofungao associada a um autovalor Aj, isto é,

6 = 0, 9.

Sabemos que ¢ € H}(Q) C L*(Q), isto é, ¢ € L*(Q), logo por (ADN) ¢ € W22(Q).

Recordando que vale a imersao continua
Wk (Q) — C1(Q), para k=~ oo
temos por (ADN) que
6 € W(Q) = ¢ € WH(Q) = ¢ € WO(Q) = ... = ¢ € WF(Q), Wk > 1,

consequentemente, por (1.2),
¢ € CH(Q).

Usando a teoria cldssica de Schauder,
PpeC Q)= pcCQ) = ¢pcCQ) = .= ¢ CP(Q), Vk>1,
mostrando que
€ C™(Q).
1.5.2 Regularidade das autofuncoes- Parte II.

Sabemos que ¢ € H}(Q) C L*(Q), isto é, ¢ € L*(Q), logo por (ADN) ¢ € W22(Q).
Observe que % — % < 0 se, e somente se, N < 4 e neste caso,
W2%(Q) — LU(Q), Yq € [1,+00),

o que implica

¢ € LYQ), Vgel[l,+00)



logo, por (ADN)
¢ € W>(Q), Vqe[l,+00).

Escolhendo ¢ de maneira que 1 > %, temos

_ N
W24Q) — Cch(Q), 0<a<1-— 7
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Logo, pela teoria cldssica de Schauder ¢ € C*%(Q), e repetindo o estudo feito anteriormente vamos

concluir que
peCh(Q), ,Vk>1

e portanto ¢ € C*°(Q).
Suponhamos agora que % — % > 0, usando as imersoes de Sobolev
W2’2(Q) — 7" (Q),
onde qi* =12 = ¢ =2~ Desta forma, ¢ € L7 (Q) e por (ADN) ¢ € W27 ().

Note que q% — % < 0 é equivalente a 5 < N < 8, e nesta situacao
W24 (Q) — L*(Q), Vse[l,+00).
Assim,
e L) Vsell,+0)

e por (ADN)
¢ € W25(Q) Vs € [1,+00).

Escolhendo s suficientemente grande, temos

_ N
W25(Q) — L @Q), 0<a<1——,
S

mostrando que ¢ € CL*(€),) de onde segue da teoria classica de Schauder que ¢ € C™(Q).

qi*_l>0’ devemos ter
Wz,q*(Q) SN Lq**(Q),
ondeq%:q%—%,ouseja,
1 2 2_N—8®**_ 2N
7 2 N N oN 71 TN_%m

Desta forma, ¢ € L7 () e por (ADN), ¢ € W97 (Q).

Neste caso ql* — % <0< 9 < N <12, logo pelas imersoes de Sobolev

W24 (Q) — LYQ), Vte[l,+o00),

Se
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ou seja,
¢ € LH(Q) Vt e [l,+00).

Aplicando novamente (ADN),
¢ € WHQ) Vit e[l,4+00).

Fixando ¢ suficientemente grande, temos
W2t La/o N
’(Q)‘HC’(Q),O<OK<1—T,

mostrando que ¢ € C1%(Q), e pela teoria classica de Schauder teremos ¢ € C* ().
Repetindo este argumento, é possivel mostrar que fazendo apenas um ntmero finito de interagoes,

obtemos a regularidade de ¢.

1.5.3 Regularidade para problemas subcriticos.

Usando as ideias utilizadas na demostracao da regularidade das autofuncoes, desejamos mostrar a

regularidade de uma classe mais geral de problemas elipticos (ver [15]), mais precisamente do tipo

—Au = z,u),
u = 0, 00
onde
(2,0 < C1 + ColtP. (1.3)
com0<p<%seNESel<p<+ooseN:1,2.
O crescimento assumido em (1.3) é conhecido como Crescimento Subcritico.
Se considerarmos a funcao f(z) = f(x,u(x)) temos
—Au = f(z), Q
u = 0, 0.
Observe que f~€ L7 onde 2* = %, (N > 3) pois,
2 2~ z oz o2
[f17 < (Cr+ Colu(@)[P) » < (C)F + Gy [u(x)]” )27

Assim,
/ m%dx < 00,
Q
pois u € L? (Q). Usando (ADN), temos que u € Wz%(Q)
Se o — % <0,

*
27L

W=r () — L*(Q), Vs € [l,+00).
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Fixando s > Np
W27 (Q) — L*(Q),

de onde segue que u € L5(Q) e f € Li(Q) Logo por (ADN)
ue W (Q),
e pelas imersoes de Sobolev

. _ N
W25 (Q) — C@), 0<a<1-— %.

Assumindo como hipétese f(.,u(.)) € C%*(Q) vamos ter f € C%*(Q), logo pelas estimativas de

Schauder u € C%(Q).
2 _ 250, Segue das imersoes de Sobolev

Suponhamos agora que TN
W (@) = L' (9),

L — 2 _ 2 Desta forma, u € L''(Q). Repetindo os argumentos anteriores, vamos obter

ue W ().

W25 (Q) = L3(Q), Vs € [1,4+00) .

Portanto
ue L¥(Q) Vsell,+o00),
e assim,
u € W2’§(Q), Vs € (p, +00)
Fixando s > Np,
Np

W2r(Q) = @), 0<a<1-—-L
s
e portanto, u € C%(Q). Usando os resultados da teoria cldssica de Schauder podemos concluir que

u € C22(Q).

Se%—%>0,
t

W27 (Q) — L2(Q),

com &+ = £ —
t1

~ t
% 2. Prosseguindo, encontramos u € L2(Q), f € L?Q(Q), e por (ADN)

we Wi (Q).
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Se £ — % < 0 devemos ter
2

9 t2

W=o (Q) = L*(Q), Vs € [p,+00),
0 que implica
ue L*(Q), VseEls,+0),

e assim,
ueW>r(Q), Vse (p,+00).

Repetindo os mesmos argumentos usados até o presente momento, vamos encontrar u € C*%(Q).

De maneira geral, vamos encontrar

I p 2
t;j tjio1 N’
e assim
1_r_ 2
tp 2+ N’
e
1 p 2 (p 2) 2 p* 2p+1)
tao t1 N 2 N N 2* N 7
logo,
1 _p 2 _p> 20p+lp 2 _p° 2
— = = E = E 2 1
ts t, N 27 N N~y yw D
e
1 _p 2 _p* 2p@*+p+1) 2 _pt 2 5
th 13 N 2 N N NP P Aptl)
No caso geral, vamos ficar com
. i—1 .
1 P 2% P2 pi—1 1 2 . 2
b DIt Sl Ly PACTR s L o
j prt p— p—1) (p—1)
Uma vez que,
1 2 <0 <N—|—2
2 Np-1) PSN—2
temos que existe j € N tal que
P 2
— - — <0,
tj N

mostrando que a interagao finaliza apés nimero finito de passos.
Observaga 1.2: O argumento bootstrap também pode ser utilizado para outras classe de problemas

elipticos, em particular para uma classe de sistemas do tipo
—Au = f(SU,’LL,U), Q
—-Av = g(x,u,v), Q2 (P3>
w,v = 0, 09



Capitulo 2

O Método de Galerkin

Neste Capitulo pretendemos mostrar a existéncia de solucao para a seguinte classe de problemas

singulares
—Au = u%, Q
u >0, Q (Py)
u =0, o0

onde  C RY é um dominio limitado, N > 2 e 0 < v < 1. O Método que utilizaremos é conhecido

como o Método de Galerkin.

2.1 Teorema do Ponto Fixo de Brouwer

Comecgamos esta secao enunciando o Teorema do ponto Fixo de Brouwer cuja demonstracao pode ser

encontrada em [12].

Teorema 3.1 Seja f : B.(v) — B.(x) com B.(z) C RY wuma funcdo continua. Entdo, eiste
z € B.(x) tal que f(z) = z, isto é, f tem um ponto firo z em B,(0).

Uma importante consequéncia do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer é o seguinte resultado
Lemma Fundamental ( ver [14] )
Seja f : RN — RN wma fungdo continua com (f(x),x) > 0, para todo = verificando |x| = R > 0.
Entdo, existe zy € B,(0) tal que f(z) = 0.
Demonstracao. A demonstragdo do Lema serd feita por contradigao. Suponha que f(z) # 0Vx €
B,(0), e defina a funcio g : B,(0) — B,(0) dada por

R
f(@)]

19

g9(z)

f(@).
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Observe que g verifica g(B,(0)) C B,(0), pois
—-R R . =
l9(z)| = \mf(ﬂﬁﬂ = mlf(fv)l =R e com isso g(z) € By (0).
Além disso, g é continua, pois f é continua por hipdtese. Portanto, pelo Teorema do Ponto fixo de
Brouwer, a funcdo g tem um ponto fixo em B,.(0). Seja zg tal ponto fixo, isto é, xg = g(z¢). Desta
forma,

|zo| = |g(w0)| = R > 0.
Por outro lado,
-R

2 — |zol? = (20, 20) = (x z0)) = (w0, ——f(2) ) =
R” = |xo|” = (w0, o) = (20, g(x0)) <0’f(a:)yf( )> | £(

Desde que, por hipétese ,
<LEO,f(CL'0)> > 0
temos que

0< R?=

"R
|f(l‘)| <$0,f($0)> < 07

o que é um absurdo. Portanto, existe zy € B,.(0) tal que f(z9) = 0. |

2.2 Teorema envolvendo Sub-solucao e supersolucao.

Nesta secao definiremos sub-solugao e super-solucao para uma classe de problemas elipticos e vamos
enunciar sem demonstrar um teorema de Ambrosetti, Brézis & Cerami [5] , o qual é crucial para
mostrar a existéncia e unicidade do problema singular apresentado no inicio deste capitulo.

Definicao 2.3 Considere o problema

v >0, Q (2.1)
v =0, of)

Dizemos que uma funcdo vy € C?(Q) é uma sub-solug¢io para o problema (2.1), se v1 satisfaz:

—Av < f(v), Q
v >0, Q (2.2)
v =0, o9,
Da mesma forma, dizemos que uma solug¢dao vy € uma super-solugao para o problema (2.1), se vy
satisfaz
—Av > f(v), Q
v >0, Q (2.3)

v =0, of.
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Teorema 2.2 Considere f : (0,+00) — (0,+00) uma funcdo tal que t=1f(t) é decrescente patat > 0.
Sejam vy and v satisfazendo (2.2) and (2.3). Entdo, va > v1 em €.

2.3 Existéncia de solucao para o problema singular

Para cada € > 0 fixado, considere o seguinte problema

_ 1
—AU= iy @ (P,)
u=0, 00

Um importante fato que temos a destacar é que cada solugao cléssica u, do problema (P, ) é estritamente
positiva em {2, isto €,
ue(x) >0 Vo € Q

De fato, sendo u, solugdo do problema (P.), temos

_ 1
{ —AUe = oy @

ue =0, 0.
Assim,
Aue <0 Vx € Q
pois,
ue(z) > min ue = minu
e portanto,

ue(r) >0 Vo € Q.

Afirmacgao 2.1:
ue(x) >0 Vo € Q.

De fato, pois caso contrario, existiria
xo € Q tal que uc(zp) =0,
o que implicaria pelos principios de maximo que
ue(r) =0 Vz € Q

0 que é um absurdo.

Recordamos que ue é uma solugao fraca de (P.) se ue € Hg(Q) e satisfaz a seguinte igualdade

' 1
VuVp= | ——— Voe HYQ).
/Q Heve /Q(e+ue)’y P € Hol®)
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Vamos agora fixar algumas notagoes:

No que segue, vamos denotar por [ = {ey,...., én, ....} uma base ortonormal total para H& (Q) e fixar

a notagao || | : Hi(Q) — R para a norma usual de H}(£2), isto é,

ol = ( [ 19u)’

Vm = [61, ceey em],

Para cada m € N vamos fixar

o subespaco de H&(Q) gerado pelos vetores eq, o, ...., e,,. Veja que, se v € V,,, temos que

m
V= Zaiei a; € R.
i=1
Note que V,,, é isomorfo ao R™, pois basta considerar a transformacao linear F': V,,, — R" dada por
m

F(v) = (a1, ..., ), onde v = Z ase; o; € R. Observe que

i=1
lv]| = o] com a = (ay,...,qn).
Considere agora a funcao f : R™ — R™ definida por
fla) = (fi(a), ... fm(a)), onde
/ VoVe; — / m, j=1,..,m.
Aqui  estamos  identificando o  vetor @« = (a1, .oy)  com  a  fungdo

m
v = E Q€5
1=1

Afirmacgao 2.2:
(I) f é continua;
(II) Existe R > 0 tal que (f(«),«) > 0, para |a| = R > 0.
O item (I) é uma consequéncia imediata das imersoes de Sobolev e do Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesgue. Vamos demonstrar agora (II):

Observe que
(fla),a) = fi(a)oa + fa(a)as + f3(a)as + ... + fm(a)am,

ou seja,
m
a) = Z fila)ay
i=1

Portanto
m

- az[/vvveﬂ /(EHU\)]

=1
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implicando

com isso,

o = ol = | e = ol = = [ bl

Usando a imersao continua de HE(Q) em L'(Q), ficamos com

(f(a),a) = vl* = cllv]|.
Recordando que ||v|| = |a|, temos
(f(@),a) > |a]* = cal.

Fixando R > 0 verificando R? — ¢.R > 0, concluimos que

(f(a),a) > 0 para |a| =

demonstrando o item (II). Usando o Lema Fundamental, existe z,, € R™ tal que f(zn,) =0e |zn| < R,

de onde segue as seguintes igualdades

m 7'—0, i=1,...,m, 2.4
/Vv Ve; — / (c+ loml) J m (2.4)

onde 2y = (N1, ...s M), Um = Zmei lvm|l = |2m| < R.
i=1
De (2.4), obtemos também a seguinte igualdade

v

Desde que H&(Q) é um espaco reflexivo, a menos de subsequéncia, podemos assumir que v, — v em

H}(Q) para algum v € H} ().
+oo +oo
Fixando ® € H{(Q), temos que ® = ZozzeZ com ||®|]? = Z loi]? < 00, e portanto
i=1 i=1

® = lim ¥, em H}(N)

m—00

m
onde ¥, = Zaiei € V.

i=1

Observando que V,,, C Vi para m < k, tem-se

/wkw /(€+|Uk|) =0. (2.6)
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Passando o limite quando k& — oo na ultima igualdade e usando os limites

/Vka\I/mH/VUV\I/m
Q Q

| Rt il Rt

/WW /<e+|v|> -

Agora, passando ao limite de m — oo em (2.7), e usando os limites

/VUV\I/ —>/VUV<I’
U, / o .
_Em [ % v e HIO
/Q<e+|vw o ¥ o) ()

1
/wvcb /(6+|U|) =0, V& € HL(Q).

Portanto, a fungao v é uma solugao fraca do problema (P,), isto é,

_ 1
—Av = (TR Q
v=0, 00

obtemos

chegamos a igualdade

e pelo principio de maximo, devemos ter

_ 1
—A’U—w, Q
v>0, Q
v=0, 0OfN.

No que segue, vamos considerar €, = % e uy a solucao do problema

_ 1
_AUn - (%J’_un)y?
Uy >0, Q
u, =0, Of.

Segue da defini¢ao de solucao fraca que

o
2V — = d c HY(D).
/Vu \Y /(€+Un) =0, Vo € Hy()

Escolhendo, ® = u,, deduzimos que

/|VUn|2—/un =0
Q o (€+uy)?

(2.8)
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e consequentemente

1—
||unH2 < ’Q"yHun”Ll(WQ)'

Usando a imersao contfnua H}(Q) — L1(Q), deve existir uma constante ¢ > 0 verificando
| < el

mostrando que a sequéncia {u, } é limitada em H}(Q). Sendo H}(Q) reflexivo, existe uma subsequéncia

ainda denotada por {u,} e u € H}(Q) tal que

U, —u em Hg(Q)

un(x) — u(x) q.t.p. em Q.
Definindo Z,, = u,, + %, tem-se que

~ANZ, =%, Q

7;17
Zn >0, Q
Zp =1/n, 0.

Usando o Teorema 2.2,

Zn(z) > p1(x), Vo € Q,Vn € IN. (2.9)

Passando ao limite de n — oo em (2.9), obtemos
u(z) > p(r) >0 q.t.p. em £

mostrando que med({z € Q;u(z) =0}) = 0.
Desde que

/ Y Z,Vpds — / %dz =0, Vo e C(Q). (2.10)
Q Q 4n

Passando ao limite de n — oo em (2.10) e usando os limites

/ VZ,Vodr — / VuVpdz
Q Q
¥ ¥
—=d —d
/Q A /Q W

/ VuVidz — / L e =0, Yo € CF(Q). (2.11)
Q Qu’

ficamos com a igualdade

Agora, para cada ¥ € H}(Q), sabemos que existe uma sequéncia em ¢,, € C§°(9) tal que

||, — ¥|| — 0, quando n — oo, (2.12)
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e portanto pela Desigualdade de Hardy-Sobolev
[ v

— | =. (2.13)
Q ¥l Q ¥l
onde ¢ é uma autofuncao positiva associado ao primeiro autovalor A\;. Por (2.11),
/ VuVe,dr — / @dx =0 VneN. (2.14)
Q o u’

Usando as imersoes de Sobolev e o fato que u(x) > ¢1 q.t.p. em (2, segue facilmente de (2.12)-(2.14)
a igualdade

v
/ VuVV¥dzr —/ —dx =0, VU € H}(Q)
Q ou)

mostrando que u é uma solugao fraca do problema singular (P;). Usando Regularidade eliptica tem-se
que em verdade u € C%(Q) N HL(Q).

2.4  Unicidade de solugao para o problema singular

Suponha que existam wu; e ug fungdes positivas verificando

/ YV Vipdz — / P dr =0, Vo e HL(Q)
Q o ul

o
/ VuaVVUdz —/ —dz =0, YU € H}(Q).
Q o u’

Fixando ¢ = ¥ = u; — u9, obtemos

/VU/1V(U1_U2)CZ.T:/ wdw,
0 Q

u”
e
/VUQV(U]_ — ug)dz :/ de.
Q o u
Portanto,
/Vu1V(u1 — ug)dr — / VuaV(up — ug)de :/ (ul_w)dx—/ de
Q Q o u’ o u’
ou ainda,

Notando que
1 1
{7_7} (ur — u) <0

Uy Uy

concluimos que ||u; — uzl|| =, isto é, u; = ug, mostrando a unicidade de solugao.



Capitulo 3

Minimizacao Global

Neste capitulo, iremos usar um resultado de minimo global que aparece em Célculo Avangado para

mostrar a existéncia de solugao para uma classe de problemas elipticos sublineares.

3.1 Consideracoes Gerais

Dado um problema eliptico da forma

—Au = r,u),
u = 0, 00
onde f:Q xR — R é uma funcao de Carathéodory, isto é
1. f(-,s) é mensuravel para todo s € R;

2. f(x,-) é continua em quase todo ponto de (2.

Vamos denotar por F'(x,t), a primitiva de f(x,t) com relagdo a varidvel ¢, ou seja,

Fla,t) = /0 F(a, 7)dr.

Mostra-se que para toda funcao mensuravel wu : Q — R, a funcao
F(-,u(-)) : 2 — R também é mensuravel.

Vamos assumir que a funcao f tenha a seguinte condigao de crescimento
|f(ZL‘,t)| < a+b|t|p> (31)

com

N +2
0<p§N+28eN23

27
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O<p<+4oose N=1,2.
Partindo da desigualdade (3.1),

|F(x,t)] < alt] + b|t]P*!, VieR
de onde segue, que para toda funcao u € Hé(Q) devemos ter
|F(z,u(z))] < alu(z)| + bi|u(z)PT Yz e Q.

Assim,

F(,u()) € LNQ) Yue HH(Q).

O Funcional Energia I : H}(£2) — R associado a (Ps) é dado por

1) = lul? = [ Fau(a))

|mu=(lgvmﬁ%.

Recorde que u € H} () é solucio fraca de (Ps) se

onde

/ VuVov = / fz,u)v Yo e HY(S).
Q Q
Mostra-se que 1 € C1(H{(Q),R) com
I' (u)v = / VuVv — / flx,u)v.
) Q

Das observagoes acima, podemos concluir que u é ponto critico de I, isto é, I’ (u)v =0, Yo € H}(Q)
se, somente se, u é uma solugao fraca de (Ps).

Exemplo: Para o problema

(Fs)

—Au = u?, Q
u = 0, 00

onde 2 é um dominio limitado em R3, o funcional energia associado ao problema é I : H}(Q2) — R

1 1
) = gl =5 [ o
Vejamos que I € C'(H(Q),R) com

definido por

I,(U)U:/VUV’U—/UQU Y u,v € Hi(Q).
Q Q



Para isto, iremos mostrar que
Q) = g ul?
pertence a C1(HJ(Q),R) e
Q (u)v = /QVUVU = (u,v).

Para mostrar a diferenciabildade de @, iremos dividir a nossa argumentagao em alguns passos:

Passo 1: %—%(u) é Gateaux diferenciavel:

0 t _ 1 t 2 1 2
9) = i Q) = Q) _ Bt 0l = bl
v t—0 t t—0 t
2
- Sull? =t ) + So)l? - Sllu)?

= lim
t—0 t

)

logo

0

22 ) = (w0,
Passo 2: ) é Fréchet diferencidvel :

Considerando o funcional linear continuo T : H}(£2) — R dado por Tw = (u,v), temos que

Qu+h) — Qu) —Th  E 4 (u ) — A2 _WE ()
h 172

ou ainda

Qu+h) — Q) ~Th _ ]
h 2

mostrando a diferenciabilidade de Q.

Passo 3: Q€ CY(HL(Q),R).

Com efeito, se u, — u em H}(£), devemos mostrar que

— 0, quando ||h]| — 0.

1Q (un) — Q' ()]« — 0.

onde || ||« denota a norma em (HE(2))" ( Dual de H}(Q) ).
Recorde que se T' € (H}(Q))' tem-se,

IT[|+ = sup [T],
1

GBS

1Q (un) = @ (W)]l+ = sup [(Q(un) — Q' (w))(v)].

lvll<1

Note que

! /

[(Q (un) = Q (W) (V)] = [(un, v) = (u,0)| < [(un —u,v)| < [v]|[lun —u]

29
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dali,
1Q (un) = Q ()]« < [|un — ul| — 0.

Exercicio: Se (H,(.,.)) é um espago de Hilbert, mostre que o funcional Q(u) =

V/(u,u) pertence a C'(H,R).

Vamos agora estudar a diferenciabilidade do funcional v : H}(€2) — R dado por

v = [

Para isto, iremos usar o seguinte teorema do Célculo Avancado.

Teorema A. Seja X um espago vetorial normado e J : X — R um funcional verificando:

5

1.

L(u) : X — R existe em cada u € X sendo um funcional linear continuo;

(.

2. (‘7 - X — X' ¢ continuo.

Entdo, J € C1(X,R).

<2

Q)

; com [[ul] =

(3.2)

No que segue, mostraremos que o funcional v definido em (3.2), verifica as hipteses do Teorema A.

Verificagao do item 1:

Note que

ou equivalentemente

3

Lt fulo 62 [o2utd [o — 1w
t

de onde segue que %(u) : X — R existe com

g—f(u) = /Qu2v Yu,v € Hg(Q).
Note que %(u) é linear em H{(Q) e
o

ED (u)

< / [ulv < [u?[a]v]s = [ul3]lvlls < Clul3[lv]| < Mv]

mostrando que %(u) € (HY(Q))', e portanto 1 satisfaz o item 1 do Teorema A.

Justificativa do item 2:
Seja {un} C HH(2) com uy, — u em HE(S2). Devemos mostrar que

— 0, quando n — oo.

*
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Note que,
Z:f(un) &Z) /uv—/uv: (u? —u?)v
de onde segue pelas Imersoes de Sobolev e Desigualdade de Holder
oy oY 9 9
i _ - < — < — .
‘av (un) = 5. (U)’ < Mlup = w7l 3 gy 1Vl 23 Clluy, —u?|l, 3oVl
Desta forma,
oy

(un) —

5100 50

o) o)

Uma vez que u, — u em H{ (), temos pelas imersdes continuas de Sobolev que u, — u em L3() e

< Cllup = @ll 3 g

*

. 3
assim u2 — u? em L2 (), mostrando que

Y )

o a0
Portanto, pelo Teorema A, v € C1(H(Q),R) com

*

wl(u)UZ/QVqu—/QuQU, Yo € Hi(Q).

3.2 Uma Aplicagao

Nesta secao estudaremos a existéncia de solugao para a seguinte classe de problemas elipticos

—Au = |ul"%u, Q
u = 0, 09

onde © ¢ RY é um dominio limitado com fronteira suave e 1 < ¢ < 2.

Associado ao problema (P;), temos o funcional energia I : H}(Q) — R dado por

1 1
= [1vu == [l
2 Ja qJa

As afirmactes que seguem podem ser facilmente verificadas:

1. Se f(t) = [t|9 %t com 1 < ¢ < N” se N>3ougq>1se N =1,2 pode-se mostrar que
' [t]
= [ f(r)dr=—, VteR.
0 q

2. O funcional ¢ : H}(©2) — R dado por

1
AL
q4.Jo
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é de classe C1(H}(Q),R) com

’

Y (u)v = /Q lu|? %0, Vv € H}(R).

3. Usando a lei de formacao de 1, nao é dificil mostrar que
I € CYHLQ),R) e

I/(u)v = / Vqu—/ lu|?2uw, Yo € Hol(Q)
Q Q

O nosso objetivo é provar que o funcional I verifica as hipdteses do seguinte teorema.
Teorema B. Sejam X wm espaco vetorial normado e J : X — R um funcional diferencidvel a Fréchet
limitado inferiormente em X. Se existe ug € X tal que

J(uo) = inf J(u)

temos que ug € um ponto critico de J, isto é, J' (ug) = 0.
Iremos mostrar que I verifica as seguintes propriedades
1) I ¢ limitado inferiormente em H}(Q);
2) Existe up € H3(Q) tal que
I(up) = inf I(u).

ueHL ()
Verificacao de 1):
Note que
1, ., 1
I(u) = gllull” ~ 5!U|Zy (3-3)
onde

Q=

ol = ( [ mef e fuly=( [ 1ul)

Usando as imersoes continuas de Sobolev, temos
H;(9) — L*(Q)
para s € [1,2*] se N >3 e s € [l,400) se N =1,2. Sendo 1 < ¢ <2 < 2*, tem-se
H(Q) — LY(Q).
Logo, deve existir uma constante C' > 0, tal que
luly < Cllul|, Yu e HY(Q). (3.4)
Substituindo (3.4) em (3.3) encontramos

1
I(u) > S [lull® = Cllull?, Yu € Hy(€). (3.5)
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Definindo & : [0, +00) — R por

1
h(t) = 5t2 ~ Ct4,

temos que h é limitada inferiormente, logo deve existir M € R tal que
h(t) > M, Vit e [0,+00),

isto é,
1
5752 —Cti>M

o que implica

1
Sllull® = Cllull” = M, Vu € Hy(Q)

mostrando que
I(u) > M, Yu € H}(Q),

de onde segue 1.

Verificagao 2):

Segue do Postulado de Dedekind que o conjunto {I(u);u € Hg(2)} tem infimo, o qual seré denotado
por I, isto é,

Io= inf I(u).
weHL(Q)

Pela definicdo de infimo, existe {u,} C H}(Q) com I(up) — Ieo.
Afirmacao 3.1: {u,} ¢ limitada em H{(Q), isto é , existe K > 0 tal que ||Ju,|| < K, Vn € N.
De fato, pois por (3.5)

1
L(un) > 5 [lunll* = Cllun|*

logo, se ||up|| — +o00, devemos ter I(u,) — 400, 0 que é absurdo pois a sequéncia {I(u,)} é limitada.
Sendo H{(2) reflexivo, existe {un;} C {un} e up € Hj(Q2) tal que

U, — ug em H(Q).

7

Segue da Anélise Funcional que

lim inf [|uy, || > [|uol|,

0 que implica

lm inf [un, ||* > [Juol|*. (3.6)
Das imersées de Sobolev e das propriedades dos operadores lineares compactos, temos

Up;, — ug em LI(Q),
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implicando

liminf/ \unj|q2/\uo|q. (3.7)

Observe que
1
Toc 00, (1) = I, = g i, = [ Ju 7

portanto passando ao limite inferior de n; — oo encontramos

.. 1 1
T = timinf [, 1= 3 [ fun, ).

1 1
I = liminf  =|lu,.||? | — = lim inf lun 7).
nj—oo \ 2 J q nj—o0 Q J

1 1
Io > ~|Juol® — = 7 = T (up).
oo Z 2Hu0” q/Q|u0 (UO)

logo

Por (3.6) e (3.7),

Assim,
I(uy) < Ino = inf I(u) < I(up).
ueH(Q)
Logo,
I(up) = I = ue}%f(ﬂ) I(u).
Pelo Teorema B, segue que
I (ug) = 0.

Portanto, ug é uma solugao fraca para o problema (Pr).
Pergunta: A solucdo encontrada ¢é diferente da solucao trivial ?

A reposta de tal pergunta é fundamental no nosso estudo, pois a fungdo v = 0 é uma solucao
trivial para o problema (P;). O que devemos fazer é mostrar neste caso que I(ug) < 0= I(0).
Para ¢ € H}(Q), ¢ #0et >0,

Ite) = el = ¢ [ et
Assim,
Hw)—ﬂWM2—1ﬁ/fM%
2 qa Ja
o que implica I(tp) < 0 para t ~ 0, mostrando que

I(ug) = I = inf I(u) <I(tp) <0, (t=~0).
ueHL(Q)



Exercicio: Usar o método apresentado neste capitulo para resolver o problema

~Autu = h(x)uli%u, RN
u € HYRY)

onde1<q<2,hGLQTQQ(RN),h(x)zOV:BG]RNeh;éO.
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Capitulo 4

Teorema dos Multiplicadores de

Lagrange

Neste capitulo iremos usar o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange para encontrar solucoes para

algumas classes de problemas elipticos.

4.1 Problemas com vinculos

Nesta secao recordamos o enunciado do Teorema dos Multiplicadores de Lagrange e algumas de suas

implicagoes.

Teorema dos Multiplicadores de Lagrange. ( ver [13] )
Sejam X um espago de Banach, J, F : X — R funcionais de classe C*(X,R) e M = {u € X; F(u) =0} =
F~L({0}) com F'(u) #0, Yu € M. Se J é limitado inferiormente sobre M e existe ug € M tal que

= ] f
J(uo) = inf J(u),
entdo existe A € R (multiplicador de Lagrange) verificando

J (ug) = AF (ug).

O conjunto M é uma variedade de dimensao infinita e o espago tangente em um ponto u € M é
definido como sendo
T.M = {v € X; <F/(u),v> = 0} .
A norma da derivada de J restrita a M é dada por
1 @l = sup |(J'(@),v)| = swp (I (w),v)

vETY M ' _
”v”“:1 <F (u),v>—0
llvll=1

37
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Lema 4.1 Se f,g € X', temos que

sup (f,y) =min||f — Ag|
(9,4)=0 AER
[lyll=1

Demonstracgao: Note que

(N -
Yyl|= =

Por outro lado, o Teorema de Hahn Banach garante que f admite um prolongamento f: X — R tal
que
f‘Ker(g) =f e Hf”* = sup <f7 y> :

(9,y)=0
llyl=1

Observe que Ker(f — f) D Ker(g), de onde concluimos que existe A, € R tal que
f=7F=N\g,

ou seja,
f=175—Xg.

Assim,

£l = sup (f,y) = |If — Xeglls

(g,y)=0
llyll=1

mostrando a igualdade,

sup (f,y) = min||f — Ag||.
(9,y)=0 AER
lyll=1

Corolario 4.1 A derivada de J restrita a M tem norma dada por

17 ()l = min 17 (w) = AF ()]

Definicao 4.1: Um ponto u € M é dito ser um ponto critico de J sujeito ao vinculo M, quando
17 (w)]« = 0.
Como consequéncia da definicao 4.1, se u é ponto critico de J sujeito ao vinculo M entao, pelo

Corolario 4.1, deve existir um A € R tal que
17 (u) = AF (u)|[« = 0,
isto é,
J (u) = A\F'(u).
Vejamos agora uma aplicacao do Teorema dos Multipicadores de Lagrange a uma classe de prob-

lemas elipticos.



4.2 Uma Aplicagao

Considere o seguinte problema
—Au = |ulP7%u, Q
u = 0, 0Q

2N
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(Ps)

onde Q € RY é um dominio limitado com fronteira suave com 2 < p < 2* = N3 se N>3ou2<p

se N=1,2.

Vamos considerar os funcionais J, F : H}(£2) — R dados por

I =73 [ vuP
1
F(u) :p/Q|u|p—1.

M = {u € Hy(Q); F(u) =0},

M= {ueﬂg(m;;/gwﬂ}.

e o conjunto

ou ainda

Afirmagao 4.1:

1. J,F € CL(HE(Q),R);
2. <J,(u),v> = [ VuVu;
3. <F,(u),v> = [ lulP~u;

4. Existe ug € M tal que J(ug) = mlj\r} J(u).
ue

As afirmacoes dos itens 1,2 e 3 acima sao imediatas, e iremos demonstrar apenas o item 4.

Justificativa de 4: Observe que
J(u) >0 Yu e HY(Q)

logo
J(u) >0 Yu e M,

mostrando que J é limitado inferiormente em M, portanto deve existir o infimo

= inf .
Too = 2T

Por propriedade de infimo, existe {u, } C M verificando J(u,) — Jso, isto é,

un
2

- Jooa
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ou ainda,
1
[un|| = (2J0)2.

Portanto, (|lu,||) é limitada em R, e assim deve existir K > 0 tal que |lu,|| < K, Vn € N. Desta

forma, a menos de subsequéncia, existe ug € H&(Q) de maneira que
u, —ug em  HY(S).
Pelas imersoes compactas de Sobolev

u, —ug em LP(Q),

/ P — / g P
Q Q

1
/]un|pdx—1, Vn € N.
pJa

implicando no limite

Uma vez que u, € M, devemos ter

Passando ao limite de n — 400 na tultima igualdade, ficamos com

1
/ |ugPdx = 1,
P Ja

mostrando que ug € M. Além disso,

Y

liminf ||u,|| > ||uol|,
n—oo

logo

Vv

.1 1
hnrrilogfiHunHz = 5”“0"2’

implicando que
liminf J(u,) > J(up).

n—oo
Sendo J(u,) — Joo, devemos ter também

liminf J(u,) = Joo,

n—o0

consequentemente, Joo, > J(up). Por outro lado, desde que uy € M, temos Jo < J(up), e assim
chegamos a igualdade Jo = J(up).
Observe que 0 é um valor regular do funcional F, isto é, F'(u) # 0 para todo u € M = F~1(0),

<F’ (u),u> — [ P uu= | [uf =p#0.
Q Q

pois
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Assim, pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, existe A € R satisfazendo
J (ug) = AF (up).
Observe que podemos supor que ug > 0, pois podemos trocar ug por |ug| que ainda teremos

T(Juol) = min T ().

A igualdade
J (ug) = AF' (ug)

é equivalente a

J (up)v = AF (ug)v, Vv € H}(Q),

ou seja,

/ VuoVu = )\/ lulP"2ugv, Vv € Hy(Q),
Q Q

mostrando que ug é solucao fraca do problema

—Auy = )\|U0’p_1U0, Q
ug = 0, 00

Afirmacao 4.2: O multiplicador de Lagrange A é positivo, isto é, A > 0.

Note que
<JI(U()), ’LLO> =A <F/(U()>, u0> s
logo
Juol? = [ Juol? =2,
Q
ou seja,
2J(u0) = )‘pv

portanto,

2 2
A= *J(Uo) = —Js > 0.
p p

Considere w = A%up onde a € R é uma constante a ser determinada. Com uma escolha apropriada

de a, w é uma solucao do problema eliptico

—Aw=uwP!, Q
w >0, £
w=0, 00

e portanto do problema (Fg)
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Observagao 4.1:
No caso de dominio limitado, este tipo de raciocinio pode ser aplicado apenas quando a nao linearidade

é tipo homogénea, por exemplo do tipo
Fu) = [ufP~2u.

Exercicio: Use o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange para encontrar uma solugao para os

seguintes problemas:

~Au+u = [uP?u, Q
® { e = 0, 09
on )
—Au = |ulP~2u, Q
® { PR
T

3) { —Au+u = h(z)|uP2u, RN

u € HY(RY)

com N >3, he L75(Q), h(z) > 0¥z € R e h # 0.



Capitulo 5

Principio Variacional de Ekeland

Neste capitulo pretendemos usar o Principio Variacional de Ekeland, para resolver uma classe de
problemas elipticos onde a nao linearidade nao é mais homogénea, mais mesmo assim poderemos

resolver o mesmo como um problema de vinculo.

5.1 Variedade de Nehari

Nesta secdo, estamos interessados em encontrar solugdo para uma classe de problemas elipticos do
tipo

(Pro)

u = 0, 0N

onde f é uma funcio de classe C!(R, R) satisfazendo as seguintes hipSteses:

(f1)
£ (s)]

|52

lim —+ =0, e limsup < 0o (Crescimento Subcritico )

s—0 S8 |s|]—+o0

onde 2 <p<2*se N>3e2<p<+oose N=1,2;

(f2) ( Condigado de Ambrosetti e Rabinowitz) Existe 6 € (2,p) e r > 0 tais que
t
0< OF(t) < f(t)t: [t]>r, onde F(t)= / F(r)dr:
0
f3) Existem constantes o € (2,2*) se N >3 ouoc >2se N=1,2¢ C > 0 tais que
(f3) , : q
FOt— f ()2 < —CJt|]° vt eR.

Exemplos de fungées que verificam (f1)-(f3):

43
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L of(t) = |t|P~%t, 2<p<2%
2. f(t) = [tP72t + [t|972t, 2 < p,q < 2%

Observagao  5.1: A hipétese  (fl) garante que dado € > 0, existe
C = C(e) > 0 tal que
1£(s)] < €|s| + C|s[P~ Vs €R.

A partir desta desigualdade, pode-se mostrar que
|F(s)| < 2]3\2 +ClslP, VseR.

Associado ao problema (Pyp), temos o funcional energia I : H}(2) — R dado por

I(u):;/ﬂ|Vu\2—/ﬂF(u), Vu € HY(Q).

Usando a hipétese (f1) mostra-se que I € C*(H}(2),R) com

I,(u)v:/QVqu—/Qf(u)v.

A Variedade de Nehari associada a I é o conjunto
N = {u e HH )\ {0}; I' (w)u = 0} .

Afirmacao 5.1: I ¢ limitado inferiormente sobre N.

De fato, se u € N temos I’ (u)u = 0, ou equivalentemente

Jull* = [ sy
Note que
e 1 11\, 1
1) = 1) = g7ty = (5= 5 ) Il + [ [Gstu - F]
dali,
1= (5= ) I+ [ m—orwy e [ (o)

assim por (£2), L '
1> (55 ) WP+ g [ (- or)

Sendo ¢(t) = f(t)t — 0F(t) uma funcao continua, existe M > 0 tal que

lg(t)| < M, para [t| <,



isto é,
g(t) > —M, para [t| <,

o que implica,

1 1 1 1 1 1
Iu) > (= —= 2_-M der> (= —= 2 _ M9
()2 G = gl =50 | doz = Il - i
Observando que a funcao
1 1 1
h(t) = (5 — 2)t2 — - M||Q
()= (5 5 = ZM
¢é limitada inferiormente, deve existir £ € R tal que
h(t) >k, teR

consequentemente,
I(u) >k, YueN,

mostrando a Afirmacao 5.1.

No que segue, denotamos por C* o infimo de I sobre N, isto é
C* = inf I(u)
ueN

e por J : H}(Q) — R o funcional dado por

J(u) =1 (u)u,
isto é,

_ 2 _

3 = lulP = [ s
Assim,
J (w)v = 2/ VuVov — /(f/(u)u + f(u))v, Yv e HYHQ)
Q Q

e portanto,

J (wyu = 2ljul® - /Q (f () + F(u)u, Vu € HY(S).
Para u € N temos
J (w)u =2 /Q f(w)u - /Q (f (w)? + fu))u, Vu e HH(S),
logo
7 (w)u = /Q (Fwu— f (u)?)

e por (f4),

/

J(u)u:—0/|u]”<0 VueN.
Q

45
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Pelo estudo feito até o momento, sendo f € C*(R,R), podemos concluir que N é de fato uma
variedade.

Para provar a existéncia de uma solugao para o problema (Pjg), vamos usar o Principio Variacional
Ekeland que enunciamos a seguir.
Principio Variacional de Ekeland. ( ver [13] )
Seja (M, d) um espago métrico completo e J um funcional semi-continuo inferiormente (s.c.i.) limi-

tado inferiormente sobre M. Se ¢ = in/a J(u), para cada € > 0, existe u € M tal que
ue

c<J(ue) <c+e

J(u) — J(ue) + ed(u,ue) >0, Yu € M, u # ue.

Recordamos neste momento que J é s.c.i. quando para todo a € R o conjunto J ' ((a, +00)) é um
aberto em R.
Principio Variacional de Ekeland (Regular) ( ver [17] )

Seja X wm  espagco de  Banach, G € C?*(X,R) tal que para todo
veV:={veX;Gw) =1} tem-se G (v) # 0 e F € C'(X,R) um funcional limitado inferiormente
sobre V. Dados v € V, €,6 > 0, verificando

F(v) SirﬁfF—i—e,
existe u € V tal que

1. F(v) §ing+2€

2. 1}1€i£||F,(u) —A\G (W)]|s < =
3. ||u—v| <26
Como uma consequéncia do ultimo resultado, deve existir {u,} C Ve {\,} C R tal que
Flun) —inf F e 1F (n) — MG’ (un) ||« — O (5.1)
Vamos usar o Principio Variacional de Ekeland considerando
. X = H(9):
o Gu)=J(u) = |lull® = fo fu)u;
o V=N
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Assim, existe {u,} C N e {\,} CR tal que
I(up) — C* e ||I'(un) — A (un)]|x — O.

Afirmacao 5.2: A sequéncia {u,} é limitada. De fato, note que

) = 1 = (5 = 5 )l + [ (G0 = ()

100 = (5= 5) Il [ (G0 = F)) = (55 ) Il - €

Sendo {I(uy)} limitado, segue que {u,} é limitada.
Afirmacao 5.3: (I' (un) — A (un))(un) — 0

Basta notar que,

dai,

(T (un) = AT () ()| < CIT () = Ao ()| — 0

onde C' é uma constante verificando |Ju,|| < C, Vn € N.

Afirmacgao 5.4: A\, — 0. Sabemos da Afirmagao 5.3 que

/

I ()i, — A ()t = 0 (1)

onde o,(1) — 0.
Sendo I' (uy)u, = 0, pois u, € N, temos que

!

And (Un)tn = 0p(1).

Usando a defini¢ao de J e (f3)

!

7 (1)t = /Q (Flun) — f (un)u2) < —C /Q fun”

onde o € (2,2%). Sendo H}() reflexivo e (u,) limitada, existe u € HZ(Q) tal que, a menos de
subsequéncia,

Up — u em HY(Q)

eVge([l,2)se N >3ouVqge[l,+o00) se N =1,2 tem-se
u, — uem LY(Q),

Desde que, (f1) implica
|[F()E] < elt] + [t
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onde p € (2,2*), N >3epe€ (2,+0), N = 1,2, pelas imersdes compactas de Sobolev juntamente

com o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue tem-se

/Q () — /Q f(wu.

O limite acima implica que o limite fraco u é diferente de zero, pois do contrario, sendo {u,} C N,

devemos ter
lim ||un||2 = lim / f(un)un = / f(O)O =0
n—oo n—oo Q Q

ou seja,

lun]l — 0

Jul]? < e / u? + C. / fuf?
Q Q

€
IWWSXﬂMP+QW$

Por outro lado, se u € N temos

e pela Desigualdade de Poincaré,
isto é,
€
(1= lull® < +Celulp.
1
Escolhendo ¢ > 0, de maneira que 1 — )\—61 > 0, teremos
ul|* < Kelup, Yu e N.
Usando as imersoes continuas de Sobolev, existe C' > 0 tal que

July < Cllull, Yu € Hy(%),

logo
lul]? < DeflulP.
dali,
lull > ()7
u — P2 =T,
> (5

Assim observamos que u = 0 nao pode ocorrer, pois por (5.2) deveriamos ter
|lun|| < r, para n =~ oo

chegando a um absurdo.
Desde que
F (@)t = £ OF] < et + CeltP,

(5.2)
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temos que a sequéncia {J' (u,)u,} é limitada em R, pois {u,} é limitada em H}(Q). Além disso,

limsup J (un)un < —C lim | |up|” = —C/ lu|” < 0,
Q Q

n—00 n—oo

que juntamente com o limite

)\nJ/ (Up )ty = 0p(1),

implica que A\, — 0.
Recordando que
”I/(Un) - )‘nJl(un)unH* — 0,

podemos afirmar agora que
I (u,) —0,

pois,
1T ()l < T () = An () [+ Al [1T (22) -

Sendo (u,) limitada, a sequéncia (||’ (u,)||) também ¢ limitada, logo
1 (un)ll < 1 (un) = And (un) [ + [AnlC

mostrando que
I () [+ — O

Conclusao: A sequéncia minimizante {u,} C N possui uma subsequéncia, ainda denotada por (uy,),

que é uma sequéncia (PS)c+, isto é,
I(up) — C* e I (un) — 0.

Observe agora que, a menos de subsequéncia u,, — u em H{ (). Usando tal limite juntamente

com o crescimento subcritico de f e as imersoes de Sobolev, podemos concluir que

/Q F () > /Q f(w)u

[ e = [ g, v e m@)

/VUHVUH/VUVU, Vo € Hy (),
Q Q

logo
0 < Ifup — ull2 = flun? / Vun Vi — (t, 1 — 1) = [ / Vun Vi — op(1),
Q Q
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e portanto

0 =l = [ flwyun = [yt ou) = [ = [ seu=o,

implica no limite

[l — > — 0,

isto é,

u, — u em H(Q).

Assim, I(u,) — I(u) e I' (uy) — I (u), logo pela unicidade do limite
Ifu)=C* e I (u)=0.

Desta forma, o problema eliptico tem solucao nao trivial pois,

lupl| >7>0=|lul| >r>0=u#0.



Capitulo 6

Teorema do Passo da Montanha

Neste capitulo usaremos um teorema devido a Ambrosetti-Rabinowitz [11], denominado Teorema do
Passo da Montanha para mostrar a existéncia de uma solugao fraca para uma classe de problemas

elipticos.

6.1 Teorema do Passo da Montanha

Um funcional I : X — R verifica a condi¢ao Palais-Smale (PS), se para todo ¢ € R qualquer sequéncia
{up} C X verificando

I(u) = c e I'(uy) — 0

possui uma subsequéncia que convergente forte em X.

Teorema do Passo da Montanha. ( ver [6] )
Seja E um espaco de Banach real e I € C1(E,R) um funcional satisfazendo a condicdo Palais-Smale
(PS). Suponha que 1(0) =0 e que as sequintes condigdes sejam satisfeitas:

(I1) Existem constantes o, p > 0 tais que I 5 >a, e
P

(I2) Existe um e € E\B, tal que I(e) < 0.

Entao, I possui um valor critico ¢ > o, com

c=inf max I(u)
g€l ueg([0,1])

onde, ' ={g € C([0,1],E) \ g(0)=0 e g(1) =e}.

51
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6.2 Uma Aplicagao

Nesta secao estudaremos a existéncia de solugao para o problema

{ —Au = I+ f(z,u), z e (Pr1)

u = 0, x € 092,

onde Q C RY é um dominio limitado com fronteira suave e A < A;, onde \; é o primeiro autovalor

associado ao problema

(P)a

—Av = v, x €N
v = 0, x € 0N.

No que segue, supomos as seguintes hipéteses sobre f :
(Hl) f(.’L’,f) € C(ﬁ X R7R)a

(H2) Dado € > 0, existem constantes positivas C¢, s > 0 tais que
[f(2, ) S elé] +Celé]®, VxeQ e E€R,

onde1<3<%seNESel<s<+ooseN:1,2.
(Hs) Existem constantes 2 < pu < s e r > 0 tais que

3
0 <pb(z,8) <&f(x,€), para [¢] >, onde F(w7§)=/0 f(z, t)dt.

full = ([ 1vaP)

1

= ([ 1)

as normas em H3(Q2) e LP(f2) respectivamente.

Além disso, denotaremos por

DN |

Teorema 6.1. Suponha que A < A1 e que f satisfaz as condi¢oes (Hy) — (H3). Entao o Problema
(P11) possui uma solugdo fraca.

Demonstragao. Considere E = H}(Q) e I : E — R o funcional dado por

I(u) = ;/Q [\Vu|2—)\u2} —/QF(x,u)

£
onde F(x,§) = / f(x,t)dt. Usando as hipéteses (Hy) — (Hs), mostra-se facilmente que o funcional
0

I é de classe C1 e

I'(u)v:/Q[Vqu—)\uv] d:v—/gf(x,u)vdx Vou, v € H} Q).
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O nosso objetivo é mostrar que o funcional I verifica as hipéteses do Teorema do Passo da Mon-
tanha, obtendo desta maneira um ponto critico para o mesmo, implicando na existéncia de uma solugao
fraca para (Py1).

Note que para A < A1, a funcao

. B — R

1/2
w ol = ([ [ n])
Q

define uma norma em FE, que es’ta associado ao produto interno

(,), : ExE — R
(u,v) — (u,v>*:/Q[Vqu—)\uv].

Lema 6.1: As normas || ||, e || || sdo equivalentes em E

A
Demonstragao. Temos que |[ul|? > <1— A) |ul>, Vu € Ee0< X< \. Considerando
1

A 1/2
=(1- —
Cl < )\1) ;

Observe que para A < 0, basta considerar C; = 1, pois

lull, = / IVl + A / ul? > / Vul?
0 (9] 0

full, = [lul, ¥V u e E.

|lull, > Ci|ull, ¥ u € E.

ou seja,

Assim, considerando Cy = min {C1, 1}, mostramos que existe Cy > 0, tal que para A < A1,
lull, = Colull, ¥V u € E.

Por outro lado, temos

!!u!ﬁ:/\VuF—A/\qu/\WFHM/W, VuecFE e A<
Q Q Q Q

0 que implica
A A
Jul? < [ w2 + 2 [ v - (1+") [ 1w
Q A Ja M) Ja

Al 1/2
Considerando C3 = <1 + A) )
1

ull, < C3lull, YV u € E.
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Assim, existem Cs e C3 > 0 tais que
Collul| < fJull, < C3|ull, V u € E,

mostrando || ||, e || || s2o normas equivalentes em E. |

No que segue vamos mostrar que o funcional [ verifica as hipdteses do Teorema do Passo da
Montanha.
Verificacao da condigao (I;):

Da condi¢ao (Hz), dado € > 0, existe uma constante ay > 0 tal que

F &) <elel+aslel, onde 1<s< T =21,
logo »
:

PG, €)1 < Slel? +ar S
Sendo

1) = 5 ol = [ Flawyda,
obtemos

1) 2 5 el =5 [ = [ Cilal* da,

ou seja,

1 2 €
I(u) > 5 [lulls = 5lulz = Crlulsth,

Agora, usando a Desigualdade de Poincaré e escolhendo € > 0 pequeno, existe uma constante positiva
Cs tal que
I(u) > Co [|ull? = Culul3H
= L2 * 1 s+1°

Usando as imersoes de continuas de Sobolev, existe uma constante positiva C5 tal que
L2 +1
I(u) 2 5 llully = Csllull”™
Analisando a ultima desigualdade, concluimos que existem a > 0 e p > 0 tais que
Iw)>a>0, para |ul=p,

mostrando que [ satisfaz (Iy).

Verificacao da condigao (Iz):

Por (Hs), existem constantes 2 < pu < s e r > 0 tais que

0< uF(r,€) < €f(2,€), para [¢] > r.
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Tal desigualdade, implica na existéncia de constantes positivas Cy e C5 tais que
F(z,&) >ClEF-C3, V £ € R e e (6.1)

Para cada u € E\{0} et €[0,+00), temos que

2
(i) = 5 ull? - / Fla, tu).
Q
Usando (6.1) e o fato de que as normas || ||, e || || equivalentes, obtemos
I(t0) < Cat* [ul* - [ (€ tul” - G,
Q

0 que implica
I(tu) < Cut? |Ju]|* — Ct*|ultt + C5 19 ,

onde estamos denotando por || a medida de Lebesgue de Q. Portanto, como p > 2, temos que
I(tu) — —oo quando ¢ — o0, logo existe e € FE\B, tal que I(e) < 0, mostrando assim que [
satisfaz a condigao (Ig).

Verificagao da condigao (PS):

Seja (uy,) uma sequéncia do tipo (PS), isto é ,
I(uy) — c e I'(uy,) — 0. (6.2)

Vamos mostrar que (u,) possui uma subsequéncia convergente. Observe que I’(u,) — 0 implica que,

dado € > 0, existe n, € N tal que
|7 (un) ||, < € ¥V n > no,

ou seja,

Por outro lado,

1 1
I(uy) — ;I/(un)un =3 [/Q V| dz —/Q/\\un]Zda:] - /QF(x,un)dx—

1 1
—— [/ V| dz / )\\unﬁdm} + / fx, up)updx
K 1Ja Q K Ja

de onde segue

1 1

I(uy) — i]’(un)un _ (2 - M) a2 + /Q [; (@, )i — F(:L‘,un)} da.
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Sendo || ||, e || || equivalentes,

1 1

T(up) — ;I/(un)un > (2 _ i) 1 lun]? +/Q [Mf(x,un)un - F(x,un)} dz.

Considerando A, = {z € Q; |up(x)| > r}, tem-se

1 1
) = L1 = (5 = 5 ) € +

/A n Bf(x,un)un — F(a, un)} de + /A % [; ) — F(x,un)] .

Da condicao (Hg),

o que implica

1
—f(x, up)uy, — F(x,upy)| de >0,
/An [Mf(, Jun — F( )] >0

logo
1 1 1

de onde segue

[if(QU?Un)un — F(x,un)} dr,

1

*f($7un)un — F(l',un) dx.
Ac |

~
—
<
\:_/
|
~
—
<
\3_/
Q
3
Y
VR
N =
|
=~
~~
Q
=
Sl
T
|

Sendo f e F fungoes continuas, a funcao g(z,t) = também é uma fungao continua.

1
;f(ac,t)t — F(x,t)

Assim, uma vez que €2 x [—r,r] é um conjunto compacto, g é limitada neste compacto, logo existe

C > 0 tal que

’g<$7t)‘ < Cv v ({But) € QX [—T,T],

consequentemente
1 _
‘qu(a:,un)un — F(z,up)| <C, V x € AC.

Assim,
1 1 1 1
Iun—I’unun2<—>C'1 un2—/ ‘f:l:,unun—F:L‘,un
(un) . (un) 5 % [[un E”( ) (,un)

o que implica
() — 21 (un )y > (1 1)0 N Cdz
n) — — n)Un = | 5 — — 1 n - )
Iz 2 p Ag

de onde segue

1 1 1 —
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ou ainda . L
) = 7w = (5= 1) Gl = €19,
isto é,
Tn) = 21 ) > (5= 2 ) Gl = € (6.3
Up) — —1' (up)uy, > | = — — | C1 ||up||” — Cs. )
Usando agora (6.2), existe no € N tal que
1 1
Iup) — —I'(up)up, < M+ —€l|ug||, V n>no. (6.4)
1 7
De (6.3) e (6.4)
1 11 )
M+ —eun| > ( 5 = = ) Crllunl|” = C2, ¥V 1> no.
1 2 p
) — ~ € ~ 1 1
Fixando M =M +Cy >0, K=—e(C = (2—> C1 > 0, obtemos
7 7

M + K |unl| > C llun]?, ¥ 0> no,

mostrando que (uy,) é limitada em E.
Usando a reflexividade do espago E e as imersoes compactas de Sobolev, existe uma subsequéncia

ainda denotada por {u,} e u em E, tal que
U, — u em F,

Up(x) — u(x) q.t.p. em Q

up, — u em LP(Q)

parap € [1,2*)se N >3 epec[l,00) se N =1,2.

Agora usando as condigOes de crescimento da fungao f, existem constantes cq, co > 0 verificando
|f(x,t)| < ar|t| + eolt]P Ve e Q e t € IR.
Usando a ultima desigualdade, podemos concluir que
|f(un)| < erlun] + calun|”

‘f(un)un‘ < Cl|un‘2 + CZ‘“n’p+1

(@, )| < & fun]® + Eofun|"T
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As desigualdades acima, juntamente com o Teorema de Lebesgue implica nos seguintes limites

/Qf(un)v - /Qf(u)v W e E (6.5)

/ﬂ F )t — /Q Flu)u. (6.6)

Usando a definicdo do funcional I

0 < Jlun — ul* = I'(up)up — /Qf(un)un — I'(up)u + /Q flup)u — (up,u),
e sendo
I (up)up = I'(un)u = (up, u), = o,(1)

concluimos

0< lun — uf]? = /Q (ot — /Q £ttt + 0n(1)

e portanto pelos limites obtidos em (6.5) e (6.6)
[l — ul* — 0

ou seja,

U, — U em F

donde concluimos que (u,) possui uma subsequéncia convergente. Mostrando assim, que I satisfaz a
condicao (PS).
Finalmente, podemos aplicar o Teorema do Passo da Montanha e concluir a existéncia de um ponto

critico de I, isto é, uma solucao fraca para o (P11), finalizando a demonstragao do Teorema 6.1.



Capitulo 7
Teorema do Ponto de Sela

Nosso objetivo neste capitulo é aplicar o Teorema de Ponto de Sela de Ambrosetti-Rabinowitz para

mostrar a existéncia de solucao para uma classe de problemas elipticos.

7.1 Teorema do Ponto de Sela

Nesta segao vamos demonstrar o Teorema do Ponto de Sela de Ambrosetti-Rabinowitz [11].
Definicao 7.1. Se E é um espaco de Banach, a classe de deformacdo de D em E que fixa 0D, na

qual denotaremos por I', é definida por
I‘:{hEC(ﬁ,X)\h(u):u, v uE@D}.

Teorema do Ponto de Sela ( ver [6] )
Seja E = V & X um espaco de Banach com dim(V) < +oo e seja ¢ € C1(E,R) uma aplicagdo

satisfazendo a condi¢iao Palais-Smale (PS). Se D é uma vizinhanga limitada de 0 em V' tal que
= infeo =15
a nal%xqb < i 1) ,
entao,

= inf h
c ;ILIEFTS%W( ()

€ um valor critico de ¢ com ¢ > b.
7.2 Uma aplicacao

Nesta secao estudamos a existéncia de solucao para a seguinte classe de problemas

{ —Au = du+ f(z,u), e (Pr2)

u=0, €I
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onde © ¢ RV é um dominio limitado com fronteira suave e A é um autovalor associado ao problema

—Av=MAv, €
{ (Pa)

v=0, x €N
No que segue consideraremos N > 1 e as seguintes hipéteses sobre f:
(Ha) f(2,€) € C(Q xR, R);
(Hs) Existe uma constante M > 0 tal que

|f(@,8)| <M, Yz eQ e £€R;
3
(He) F(z,¢) = / f(z,t)dt — 400, quando |{| — 400 uniformemente para = € .
0

O principal resultado deste capitulo é o seguinte:
Teorema 7.1 Suponha que X\ = A\, < A\iy1 e f satisfaz as condi¢oes (Hy) — (Hg). Entdo o Problema
(P12) possui uma solucgdo fraca.

Demonstracao. Considere o seguinte funcional

I(u) = /Q <]Vu\2 - %UQ = F(:c,u)) , comu € E = H} Q).

Observe inicialmente que as condicoes (Hy) e (Hs) implicam que I estd bem definido, I € C1(E,R)

I’(u)v:/Q[VuVU—/\kuv]—/Qf(:n,u)v, Vu v e E.

Seja V = EB?:IV,\J. =V &V, & ... & V), onde V), é o espaco gerado pelas autofungdes vl do

Problema (Pj4) associadas ao autovalor Aj;, e normalizadas de modo que

/Q}vvj\2:1=Aj/Q(uf)2.

Seja X = @j’ik 11V, com X = V-, onde denotamos por V+ o complementar ortogonal de V. Con-

sidere E = H}(2) =V & X. Vamos mostrar que I satisfaz as seguintes condigdes :

(Is3) Existe uma constante (3 tal que I’X > 0.
(I4) Existe uma constante o < [ e uma vizinhanca limitada de D de 0 em V tal que
I‘aD s @
(PS) I verifca a condigao (PS).
Uma vez verificadas as condigoes acima, o Teorema 7.1 é uma consequéncia imediata do Teorema
do Passo de Sela.
Verificagao da condigao (I3):



Para cada u € X, usando a ortogonalidade das autofungoes é mostra-se que

A
/(|Vu\2—)\ku2) > (1—’“) lu®, V ueX
0 Ak+1

Considerando M = sup |f(z,§)], tem-se
T €

VF@@g/szM/szmm
Q Q Q

de onde segue pelas imersoes de Sobolev que

‘ /Q Flz,u)

A
moz@k)mFMwm,vUeX.
Akt1

= 2

e

<M |lull, ¥V u€E.

De (7.1) e (7.2),

A
Considerando Ms = <1 — Lk ), temos
k+1

I(w)] = Mz Jul® = Mi Jull, ¥V ueX,

logo, existe 0 € R tal que
I(u) > B, V ueX,

mostrando assim, a condicao (Iy).

Verificagao da condigao (I2):
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(7.2)

Sejau e V,entdou =u°+u",ondeu® € E°=V,, eu” € B~ = @?;%V)\j e flull* = lue|®+ ||1f\|2

e [ulf = [u°[3 + [u~ 3.

Desde que

/|Vu°\2—)\k/(u°)2 =0
Q Q

podemos concluir que vale a igualdade

/QOVu\Q —)\ku2> - /Q V| - )\k/Q(u_)Q.

Por outro lado, sendo u~ € E~, temos

(7.3)
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implicando na desigualdade

Iw< ] (1 - A:’“) P~ [ o), (7.4

Com o intuito de melhorar a estimativa acima, vamos precisar da seguinte desigualdade
Afirmagao 7.2: / |F(z,u® 4+ u”) — F(z,u®)| < M [ju”|.
Q

De fato, considere sem perda de generalidade que u® < u° 4+ u~ para z fixado e defina

g [u,u+u] — R
t — g(t) = F(x,t).
Note que g é continua em [u®, u® +u~] e derivavel em

(u®,u® +u~) com derivada ¢'(t) = f(x,t). Assim, pelo Teorema do Valor Médio, existe s € (u®,u® +
u”), tal que

gl +u”) — g(u) = ¢/(5) [(u° +u™) — ]
logo

F(z,u°+u”) — F(z,u°) = f(z,s)u”, onde s¢& (u,u’+u"),

o que implica

/ |F(z,u®+u”) — F(z,u°)| < M/ lu= |,

Q Q

e portanto

/Q’F(x,uo—ku_) —F(x,uo)} < Mu™ ;.

Sendo 2 limitado, pelas imersoes continuas de Sobolev,
/ﬂp@mw+u>—pmﬂm\gMu@y
Q

para alguma constante positiva M7, mostrando assim a Afirmacao 7.2.
Voltando a desigualdade (7.4), obtemos

1 A
”“52@‘MZN’W‘AFW“”WAW”
. 1 >\lc
Considerando My = 5 |1 — Sl temos
k—1
I@g—MﬂuW—AF@MﬂwﬁMH,VUEV (7.5)

Recordando que |[ul|? = ||u°||® + ||u~||*, quando ||u|| — 400 temos as seguintes possibilidades:

(1) [l = +o0 e [lu™ | = +o0;
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(2) ||lu|| = +o0 e ||u~| limitada;
(3) [Jlu™|| = +oo e ||Ju°|| limitada.

Supondo sem perda de generalidade que |ju™|| > 0, segue de (7.4)

I(u) < |Ju”|” (—M3+ Hiﬁ) —/QF(:U,uO), VueV.

Note que, se (1) ou (2) ocorrer, pela tltima desigualdade concluimos que,
I(u) = —c0.

Por outro lado, se (3) ocorrer, sendo ||u°|| limitada, temos

/Q F(z,u°)

Sendo 2 limitado, pelas imersoes continuas de Sobolev, obtemos
‘ / F(z,u°)
Q

I(u) — —o0.

s/ rF<x,u°>|s/M|u°|=M|u°|1-
Q Q

< M| <M,

e portanto

Portanto, concluimos que I(u) — —oo quando u — 400 em V', mostrando que I satisfaz a condigao
(Ia).

Verificagao da condigao (PS):
Seja (u,) C E uma sequéncia do tipo (PS), isto é, existe ¢ > 0, tal que

I(up) — ¢ e I'(u,) — 0.

Devemos mostrar que (u,) possui uma subsequéncia convergente, ou seja, existe {u,,} C {u,} tal
que up; — uem F paraalgumu € E. Sendou, € E=V®&X = E°6E” & X, temos u, = ul +u, +ut,
onde u), € E°, u;, € E~ e u)l € X. Assim,

un | = 2l + ([ |2 + |2

I(u):;/ﬂVu|2—)\2k/ﬂu2—/QF(:z:,u),

segue-se que para cada h € E,

Sendo

I (un)h] = ‘/QVuth—)\k/Qunh—/Qf(x,un)h'. (7.6)
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(i) Considerando h = u;} em (7.6), obtemos

‘I'(un)uﬂ = ‘/ Vu,Vu, — )\k/ Ut / flz,un)u,)
Q Q Q

Desde que |I'(upn)h| < ||h|| V h € E e n suficientemente grande, de (7.7) ficamos com

ol = | [ Vvt = v [ = [ s6ow

)

ou seja,

Huj{” Z/QV(uflJru;Jruj;)Vuj{)\k/Q(ufquu;Jruj;)uj{/Qf(a:,un)u:,

Hu+H>/ Vi —/\k/ /fm o)t

Sendo u,” € X, pela desigualdade (7.1), segue

uh —)\k> wh|l” - T, Up )W
il = (1= 52 ) Bl = [ sl
ol = (1= 52 ) ot = [ 1o ]

A
ot = (1= 52 )t = Ml

Sendo 2 limitado, pelas imersoes continuas de Sobolev, obtemos

Ak
ot = (1= 52 ) P = 3 s )

0 que implica

0 que implica

Da condicao (Hs),

k+1

A
Considerando My =1 — 7]6, temos
Ak+1

(L M) et || = My s |

mostrando que (u;}) é limitada.
(ii) Vamos mostrar que (u,, ) é limitada.

Considerando h = u,, em (7.6), obtemos

[T (un)uy, | = ‘/ Vup,Vu, — )\k/ Upll, — / [z, up)u,
Q Q Q




e portanto

n |

ol | [ Fua¥z e [ oz = [ e
ozl = = [ [ vl = xe [ @]+ [ s6o

Pela desigualdade (7.3), segue

ol 2 = (1= 52 ) P+ st
ol = = (1= 52 ) o = 1t o]

e pela condigao (Hs), temos

de onde segue

logo

ol = = (1= 2 ) o = Ml

Sendo 2 limitado, pelas imersoes continuas de Sobolev, obtemos

Jurll = = (1= 525 ) o = s .

A
Considerando My = — <1 -3 k ) e sendo My, Ms > 0 temos
k+1

(U4 M) [y || 2 M o |

nll

mostrando que (u,,) ¢ limitada.

(iii) Vamos mostrar que (up) é hmltada

Sendo I(uy) = / \V \2— / / T, up), tem-se que

) = g [ P+ g 1 = 5 [0+ 060 = [ P

Assim
T = 5 [ {19+ 9] = A () + )?)]

/Q[F(:U,un)F(:c,qu)]/QF(x,U%)

Logo,

/Q Fla, )

=[5 f 1wl 9] 5 [ a7 -
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)

/ F (2, un) — Fa,uS)] — ()
Q

/Qp(x,u;) < ’;/Q[Wu;fﬂvuz!z}
‘;/ka ((u)? + (u})?)

Agora observe o seguinte:

de onde segue

_l’_

/Q [F' (2, un) — F(%U%)]‘ + [ (un)| - (7.8)

(iii-1) Sendo (u,,) e (u;) limitadas,

‘1/ [0 [+ 9 ] K2+ 1Kk2— K
2 Jo 2

1, 2 1 1
=5 [lun I+ 3 || < 5

(iii-2) Sendo 1/ Ao ((u)? + ()| < M/ | (u)?] + |)\k‘/ |(u,")?|, obtemos,
2 Ja 2 Jo 2 Jo
1 —\2 +32 M -2 +2
Q
Pelas imersoes continuas de Sobolev, obtemos
1
‘2/9Ak (i + (@)?)| < C [[luz |? + it [*] < € [K3 + K3] = Ka.

(iii-3) Sendo

/ (F(z, un) — Flz,uS)]
Q

e pela condigao (Hs), obtemos

< / |F(z,u,) — F(x,u,)|, usando o Teorema do Valor Médio
Q

/Q |F(z,un) — F(x,u,)| < M|u, — ug .
Sendo wu, = ug + u,, +u;, segue que u, — uy = u + u, . Assim,
[P = Fai) < Ml + g
Agora, sendo € limitado, pelas imersoes de Sobolev, obtemos
J )~ P < M o+ ) < 04 (] + o) < B,

(iii-4) Por hipétese temos que, existe C' > 0, tal que |[I(u,)| < C, V n € N. Logo, de (iii-1)-(iii-4)
e (7.8), concluimos que
| Pl
)

<Ks+Ky+Ks5+C=K, VneN,
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e sendo / F(z,u;) limitada, a subsequéncia (u;) é limitada. Portanto, de (i)-(iii), concluimos que
(up) é limgi]tada em E.

Repetindo o mesmo tipo de argumento utilizado no Capitulo 6, mostra-se que I satisfaz a condicao
(PS). Finalmente, podemos aplicar o Teorema do Ponto de Sela de Rabinowitz e concluir a existéncia

de um ponto critico de I, isto é, uma solucao fraca para o Problema (Pj2), demonstrando o Teorema
7.1.
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Capitulo 8
Principio de Criticalidade de Palais

Neste capitulo iremos estudar o Principio de Criticalidade de Palais ( ver [17] )para mostrar a existéncia

de solucdo para uma classe de problemas elipticos em RY.

8.1 Acao de um grupo topolégico

A agdo de um grupo topolégico G sobre um espago vetorial normado H, é uma aplicagao continua

G x H — H, (g,u) — g(u) que verifica

1. g: H — H é linear

2. Jlg(w)| = |lull
3. (gh)(u) = g(h(u))
4. lu=u

O espaco de pontos invariantes é o subespaco fechado de H definido por
Fiz(G) ={u € H;g(u) =u, Yg € G}.

Um conjunto A C H é invariante se g(A) = A, Vg € G.

Um funcional I : H — R é invariante se [og =1, Vg € G.

Um aplicagao f: H — H é invariante se fog=go f, Vg€ G.

Principio de criticalidade de Palais

Assuma que a agdo de um grupo G seja isométrica sobre um espac¢o de Hilbert (H,(,)). Se I €
CY(H,R) € invariante e u € ponto critico de I restrito a Fix(G), entdo u € ponto critico de I em H.

Demonstracao : Para cada g € G e u € H note que

I (g(u))o = tim 100 = 1) oy, Tgluttg™"0) = I(gu)

t—0 t t—0 t
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ou seja
: Huttg o) —I(w) . o

I (g(u))v = lim ; =1 (u)(g " v),

de onde segue,

’

I'(g(w)v =T (u)(g~ ), Vg e Ge Vu,ve H.
Recordando que VI : H — H é dado por

I' (w)v = (VI(u),v)

I (W)« = IVI(w)], Yue H,

temos

I'(gu)v = (VI(gu),v)

I'(w) (g~ ) = (VI(u), g~ 'v),

logo por (8.1),
(VI(gu),v) = (VI(u),g 'v), Vg € G e Vu,v € H.

Afirmacao 8.1: VI é invariante com relacao a acao do grupo, isto é,

goVI=Vlog
ou ainda,
g(VI(u)) =VI(g(u)), Vg € G e Yu € H.
Note que
IVI(u) + g~ @)|* = VI ()] +2(VI(u),g~" (v)) + g~ ()%,
logo,
IVI(u) + g~ @)* = V()| +2(VI(u),g~" (v)) + [[v]*.

Além disso,

lg(VI(w) +vl* = llg(VI()|* + 2 {gVI(u),v) + ||v],
ou ainda,

lg(VI(w) +v|* = [VI(@)I* +2 {9V (u),v) + [[v]*

dali,

lg(VI(w) + g~ 0l|* = [VI(w)|* + 2 {gVI(u),v) + [|v]]*.
Portanto,

IVI(w) + g~ 0] = IVI(w)[* + 2 {gVI(w),v) + o]

(8.2)

(8.4)
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de (8.3) e (8.4)
(VI(u),g7"v) = (9(VI(u)),v)
e por (8.2)
(VI(gu),v) = (g(VI(u)),v), Yv e H

de onde segue
VI(gu) = g(VI(u)), Vg€ G, Yv e H. (8.5)

Afirmacgao 8.2: u é ponto critico de I em H. Por hipdtese u € Fiz(G), logo g(u) = u Vg € G e por
(8.5)
VI(u) = g(VI(u)), Vg € G,

mostrando que
Vi(u) € Fiz(G).

Se u é ponto critico de I restrito a Fiz(G), temos
(VI(u),v) =0, Vv e Fiz(G)

0 que implica
VI(u) € Fiz(G)*

e assim

VI(u) € Fiz(G) N Fiz(G)*

mostrando que VI(u) = 0 em H, de onde segue que u é um ponto critico de I em H.

8.2 O espaco H' (RY)

rad

1
Vamos denotar por H, ,

(RM) o seguinte subespaco de H'(RY)
H,oq(RY) = {u € H'(RY); u(g(z)) = u(x), Vg € O(N)},

onde O(N) é o grupo das rotacoes em R,
Note que u € H&ad
em RY.

A acdo O(N) em H'(RY) é a aplicacio O(N) x H'

rad

(RN) se, e somente se, u(z) = u(r) onde r = |z| e | | denota a norma euclidiana
(RN) — HY(RY) dada por

gu)(z) = u(g(z)) VzeRY e Vge O(N).
Afirmagao 8.3: Para todo g € O(N) e u € HY(RY) tem-se

19() || g (mvy = ”UHHl(RN) (Exercicio)
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Note que
Fiz(O(N)) = {u e HYRM); g(u) =u, Vg € O(N)},
dai,
Fiz(O(N)) = {u € H'R");u(g(z)) = u(z), Yz € RN, Vg€ O(N)},
ou seja,

Fiz(O(N)) = Hly(RY).

r

Lema de Strauss. ( ver [13] )

As sequintes imersdes sdo compactas

H! J(RY) — L¥(RY)

rad

onde s € (2,2*) se N >3 es € (2,+00) se N=1,2

8.3 Uma Aplicacao

Pretendemos nesta secao, aplicar o Principio de Criticalidade de Palais para mostrar a existéncia de

solucdo para a seguinte classe de problemas em RY.

(P13)

—Au+4u= f(u), RV
u € HY(RY)

onde f: R — R é uma fungédo continua verificando as seguintes hipoteses:

(f1)
f(t)

jt[p=1

o 1)

m——- =0, e limsup

< 400
=0 1 [t]—+o00

onde2<p<2*se N>3e2<p<+oose N=1,2.
(f2) ( Condicao de Ambrosetti e Rabinowitz) Existe 6 € (2, p) tal que
t
0<OF(t) < f(t)t, Vt e R— {0} onde F(t) :/ f(r)dr.
0
O funcional energia associado ao problema (P;3) é dado por
1
1) =yl = [ Fds, we H'@Y)
2 RN

onde

Jull = ([ (VP + u)d)



73

Usando as imersoes continuas de Sobolev é possivel mostrar que
I € CY(HY(RY),R). Restringindo o funcional I ao subespaco H !

md(]RN) temos o seguinte:

1- Existem constantes «, p > 0 tais que I(u) > a > 0 para |ju|| = p;
2- Existe e € H! ,(RY)\ B,(0) tal que I(e) < 0;
3- I verifica a condigao (PS).

Os itens 1 e 2 seguem o mesmo tipo de raciocinio usado no Capitulo 6. Para provar o item 3,
observe que f satisfaz
|F(O)] < et + CeJtlP VteR

e que a condigdo de Ambrosetti e Rabinowitz implica que toda sequéncia (PS), é limitada. Usando o

Lema de Strauss, a menos de subsequéncia temos
Uy —u em H' (RY) e u, — u em L°(RY) (8.6)

para todo s € (2,2*), N >3 ous € (2,+00), N=1,2.
Os limites em (8.6) implicam que

1- ff(un)un - ff(u)u
2- [ flup)v — [ f(u)v, Yo € HL (RY)

3- [(Vu, Vv +uyv) — [(VuVo +uv), Yo € H}

N
Tad(R )
Repetindo o mesmo tipo de argumento usado no Capitulo 6, pode-se mostrar facilmente que

Uy — u em Hl (RY)

(RN) — R verifica a condicio (PS).

Pelo Teorema do Passo da Montanha, o funcional I tem um ponto critico u € H ﬁa d

mostrando que I : Hﬂa d

(RM) com
I(u) > a > 0.

Afirmacao 8.4: O funcional é invariante sob a acdo de O(N), isto é, [og =1, Vg € O(N).
De fato, pois

(T.9)(w) = 1(o(u)) = 5o = [ Plat)de = 5l = [ Flulg(w))ds

Considerando T'(x) = g~!(x), obtemos

/ Flu(g(z)))de = / Flu(g(x)))dx
RN gfl(RN)
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logo pelo Teorema de mudancga de varidveis
/ Plu(g(z)))dz = / Plu((2)detTlde = | Flu(z))da.
RN RN RN
Portanto,

I(g(u)) = I(u), Vg€ O(N).

A existéncia de um ponto critico para o funcional I em H'(RY) segue do Principio de Criticalidade

de Palais, isto é, existe u € H'(RY) tal que

I'(u)=0, e I(u) >a>0.

Mostrando que o problema (Pj2) tem uma solu¢ao nao trivial. [ ]
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